Lehrwerk:

Quadratische Funktionen

Autor: Hiigel Rudolf

Hugel-Schule

y %




Inhaltsverzeichnis

01 QUAratiSChe ErANZUNE ...cccvvvieiciiieeecieee ettt e et e e ete e e e e tte e e e e eata e e e entaeeeeasaeeeensaeeesnssaeesanssneenan 3
02 Einflihrung quadratischer FUNKLIONEN .....cooouiiiiiiiie ettt e e 7
03 Scheitelpunktform quadratischer FUNKLIONEN .......oviiiiiiiiiie e 10
04 Spiegelung, Streckung, Stauchung und Verschiebung von Parabeln..........cccccceeeiveiiecien e, 15
05 Loésungsformel flir quadratische GIEIChUNGEN ........ooviiiiiiic e 18
06 Nullstellenform quadratischer FUNKLIONEN ......cooiiiiiiiiee e 25
07 Quadratische Funktionsgleichungen bestimmen.........cccvviiiiiiiniec e 28
08 Quadratische Funktionen mit Parameter.........cooiieiiiiiiieiiicete et 29
2 HUgel-Schule

o



[01 Arbeitsblatt: Quadratische Erganzung ]

Hallo Freunde,

ich bin ein groRer Naturfreund und mdéchte mir ein neues Gemiisebeet
anlegen. Die Flache dazu liegt am Rand meines Grundstiicks und soll
rechteckig sein, da ich das Ganze auRen herum noch etwas verzieren
mochte. Gleichzeitig mochte ich aber moglichst viel anbauen. Die Fla-
che soll also maximal grofR werden. Ich hab euch ein paar Beispiele mit-
gebracht, wie das ganze aussehen konnte. Ein guter Freund hat mir er-
zahlt, dass er denkt, dass man das Problem mit quadratischer Ergan-
zung l6sen kann. Bitte helft mir doch die Mal3e fiir die maximale Flache
zu bestimmen.

Haus

Grundstiick

Die Flache kann durch die Formel

A(x) = —0,5x2 + 3x beschrieben werden. Dabei wird durch x
die Breite und durch A die Flache beschrieben.

Beispiel 1: x = 2; A(2) = —0,5-22 +3 -2 = 4,

Beispiel 2: x = 5; A(5) = —0,5-52+3-5=2,5;

Um den x-Wert flr die maximale Flache A, 4 zu finden, muss man
den zugehorigen Term quadratisch Erganzen.

a) Informiere dich liber das Thema ,,quadratische Erganzung” indem du dir das
Lernvideo (QR-Code rechts oben) oder das Infomaterial (anspruchsvoll) ansiehst.
b) Bestimme den x-Wert fir den die maximale Flache A, zu finden ist.

Schritt 1: Klammere den Leitkoeffizienten aus.

Schritt 2: Zerlege den Koeffizienten vor x so, dass ein Produkt mit dem Faktor 2 entsteht.
(,Rechne 2 Mal Koeffizient durch 2“)

Schritt 3: Fihre die quadratische Erganzung durch.
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[01 Arbeitsblatt: Quadratische Ergénzung]

Zusammenfassen: Wende eine binomische Formel an und fasse anschlieRend zusammen.

Entscheide, flir welchen Wert von x der Term einen Extremwert erhélt und gibt diesen Wert
an. Gib begriindet an, ob es sich um einen Maximalwert oder einen Minimalwert handelt.

Zeichne die korrekte Flache in das Bild, um Karl Friedrich eine entsprechende Lésung zu pra-

sentieren. 3

2

1

1 2 3 1 ) 6 T 8

Aufgabe 2| Uberlege dir bessere Orte, als den von Carl Friedrich gewéhlten, fiir flichenin-
haltsgleiche Beete.

Haus

Grundstuck
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[01 Infomaterial: Quadratische Ergénzung]

Bei der quadratischen Erganzung geht es darum, einen quadratischen Term so umzuwan-
deln, dass man seinen hochsten oder geringsten Wert bestimmen kann.

Beispiel: T(x) = —0,25x% + 2x + 1

Setzt man bei diesem Term fir x bestimmte Werte ein, dann erhalt man davon abhangig
entsprechende y-Werte.

Fiir x = —2 erhilt man beispielsweise T(—=2) = —0,25- (—=2)? + 2 - (=2) + 1 = —4.
Firx = 1 erhdltmanT(1) = —0,25-12+2-1+1 = 2,75.

Firx = 10 erhalt man T(8) = —0,25-8%2+2-8+1 = 1.

Um nun bestimmen zu kénnen fiir welche x-Wert der Termwert maximal wird, also fir wel-
chen x-Wert der groRte y-Wert entsteht, kann man wie folgt vorgehen.

Schritt 1: Klammere den Leitkoeffizienten aus.

T(x) = —0,25x% +2x + 1

T(x) = —0,25(x? — 8x — 4)

(Hinweis: Klammert man einen Wert aus, dann kann man den entsprechenden Summanden
durch diesen Wert teilen. Z.B. 2x: (—0,25) = —8x und deswegen ergibt das Ausklammern
von —0,25 an dieser Stelle —8x. Multipliziert man wieder aus, dann erkennt man, dass wie-
der das Urspriingliche herauskommt.)

Schritt 2: Zerlege den Koeffizienten vor x so, dass ein Produkt mit dem Faktor 2 entsteht.
(,Rechne 2 Mal Koeffizient durch 2“)

T(x) = —0,25(x? — 8x — 4)

T(x) = —0,25(x% — 2 - 4x — 4)

(Hinweis: Das macht man, da man spater eine der binomischen Formeln —

a? — 2ab + b? = (a — b)? — anwenden méchte)

Schritt 3: Fihre die quadratische Ergdanzung durch.

(Hinweis: Mit der quadratischen Ergdanzung ist nun gemeint, dass man diesen Ausdruck noch
dazu addiert, der nétig ist, um die Komponenten einer der binomischen Formeln zu erhalten.
Da man einen Ausdruck nicht einfach ohne weiteres dazu addieren kann, muss ihn anschlie-

Rend auch wieder abziehen.

T(x) =—0,25(x2—2-4x — 4)

T(x) = —0,25(x? — 2 - 4x + 4% — 4% — 4) (Anwenden der binomischen Formel)

T(x) = —0,25((x — 4)2 — 42 — 4)

T(x) = —0,25((x — 4)% — 20)

Zusammenfassen: Fasse zusammen und finde den Maximalwert.

(Hinweis: Nun kann die duRere Klammer noch aufgelost werden)

T(x) = —0,25((x — 4)% — 20)

T(x) = —-0,25(x —4)?> +5

Da der Ausdruck (x — 4)? immer gréRer oder gleich 0 ist, ist der Grenzwert — der kleinste

Wert, der hier herauskommen kann — die 0. Diesen Wert erhalt man fiir x = 4. Deswegen
erhalt man den Maximalwert fir den Term bei x = 4. Der Maximalwert ergibt dann einge-
setzt genau die additive Konstante. = T,,q, = T(4) = —0,25(4 — 4)? + 5 = 5.
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[01 Ubungen: Quadratische Ergénzung]

Aufgabe 1} Gegeben sind die folgenden quadratischen Terme.

((1)2x2 —4x+8 J((2) —2x*> —8x+3)(3) x® +3x +5 ]((4)0,5x% — 4x +2 |
[(5) 0,3x% + x + 5 ((6) —0,25x2 + 3x ][(7) L2 42— 1][(3) 3x2 + 12 ]

a) Entscheide jeweils, ob mithilfe von quadratischer Erganzung ein Maximalwert oder ein
Minimalwert bestimmt werden kann.

b) Fuhre die quadratische Erganzung durch.

c) Gib den x-Wert an fir den der Term maximal/minimal wird und gib den zugehérigen
Termwert an.

Der Veranstalter eines Festivals mochte mithilfe des Eintritts maximale Einnah-
men machen. Verlangt er zu wenig Eintritt besteht die Gefahr, dass er zu wenig Gewinn
macht und er durch die hohen Kosten des Festivals Verluste macht. Bei zu hohen Eintritts-
preisen besteht jedoch die gleiche Gefahr, da das Festival dann zu wenige Besucher haben
konnte.

Der Term T(x) = —10x2 + 2000x (D = [0; 200]) soll ihm dabei helfen. x beschreibt den
Eintrittspreis in Euro und T'(x) gibt den entsprechenden Gewinn in Euro an.

Bestimme den maximalen Gewinn in Euro, der erzielt werden kann.

Aufgabe 3| Gegeben sind die folgenden quadratischen Terme.

[(1) 02x%2 —x+1 ][(2) _%xz —0,5x ][(3) X2 + 0 4x +2is][(4) 0522 — 012 +§]

[(5) x% 4 —x — 2 ][(6) —0,125x2 + 8x][(7) ~x% — 12 ][(8) 7x% + 2x ]

a) Entscheide jeweils, ob mithilfe von quadratischer Erganzung ein Maximalwert oder ein
Minimalwert bestimmt werden kann.
b) Fihre die quadratische Erganzung durch.

c) Gib den x-Wert an fir den der Term maximal/minimal wird und gib den zugehorigen
Termwert an.

Aufgabe 4| Gegeben ist die allgemeine Parabelgleichung f(x) = ax? + bx + ¢ mit D =R
und a # 0.

a) Entscheide fiir welche Werte von a ein Maximalwert bzw. ein Minimalwert bestimmt
werden kann.

b) Fihre die quadratische Erganzung durch.

Im Folgenden soll a = 2 gelten.
c) Entscheide flir welchen Wert von b ein Minimalwert bei x = 3 entsteht.
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[ 02 Arbeitsblatt: Einflihrung quadratischer Funktionen]

a) Erstelle mit deinem Taschenrechner die Wertetabelle einer auf ihrem maximalem
Definitionsbereich definierten Funktion f; mit f; (x) = x2. Wahle als Startwert x = —3 und als
Endwert x = 3 mit einer Schrittweite von 1. Der Graph Gf1 dieser Funktion wird als
Normalparabel bezeichnet.

b) Zeichne in folgendes Koordinatensystem die Normalparabel ein.

ol?

—_ NN W s ot Oy =1 Co

X
—41231221-11 12 3 4

c) Erstelle nun Wertetabellen fiir die auf ihrem maximalen Definitionsbereich definierten
Funktionen f, und f3 mit f,(x) = %xz + 5 und f3(x) = —2x? — 5x + 2 und zeichne die
Graphen G, und Gy, der Funktionen f, und f; in obiges Koordinatensystem.

Merke: Eine auf ganz R definierte quadratische Funktion f hat im allgemeinen die Form

f(x) = ax?® + bx + c (allgemeine Parabelform; a € R\{0}; b, c € R).

Der Wert a ist der sogenannte Leitkoeffizient. Mit |a| wird die Offnungsweite bezeichnet. Der Graph
der Funktion f wird als Parabel bezeichnet.

Aufgabe 2| Um die folgende Aufgabe |&sen zu kénnen, ist es hilfreich sich eine bestimmte

Vorstellung von Parabeln vor Augen zu halten. Stellt man sich vor, dass eine Parabel den
Querschnitt eines GefaRRes beschreibt, dann gilt:

Graphen in dessen zugehoriges GefaR man von oben Wasser rein schiitten kann, | 2””
beschreiben eine nach oben gedffnet Parabel. Umgedrehte GefaRe beschreiben eine nach Bild 1: Nach oben gedff-
unten ged6ffnete Parabel. Vergleiche dazu auch Bild 1 und Bild 2. nete Parabel. Von oben
Stelle mithilfe einer dynamischen Geometriesoftware (DGS) den Graphen der Funktion f mit strome Weaggrein.
f(x) = a - x? dar. Betrachte die Parabeln fiir verschiedene Werte von a und vervollstindige
die Tabelle.

[ (< 0 oder > 0) I (oben/unten) ]
[ Fir a Iist die Parabel nach geoffnet. ] Bild 2: Nach unten gedff-
= = = nete Parabel. Das Was-
[FUr a IISt die Parabel nach geoffnet. ] ser oben prallt ab.
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[ 02 Ubungen: Einfiihrung quadratischer Funktionen]

Aufgabe 1| Gegeben sind die folgenden auf ihrem maximalen Definitionsbereich gegebenen
quadratischen Funktionen f; bis f;.

[fl(x) =2x%—4x +8 ][fz(x) = —2x%—8x+ 3][f3(x) =x%+3x+ 14]

[ﬁ(x) =03x?+x+ 5][f5(x) = —0,25x% + 3x ][ﬁ;(x) = gxz +2x — 1]

Bearbeite fiir jede Funktion die Aufgaben a) und b).

a) Ordne die Koeffizienten den Variablen a, b und ¢ aus dem allgemeinen Funktionsterm
ax? + bx + c zu.

b) Zeichne den Graphen der Funktion mithilfe einer Wertetabelle in ein Koordinatensystem.

Merke: Bei der allgemeinen Form (auch allgemeine Parabelform genannt) einer quadrati-
schen Funkt f mit f(x) = ax? + bx + c wird |a| die Offnungsweite genannt.

Aufgabe 2| Stelle mithilfe einer dynamischen Geometriesoftware (DGS) den Graphen der

Funktion f mit f(x) = a - x? und den Graphen der Funktion g mit g(x) = x? (Normalpara-
bel) dar.

Vergleiche die verschiedenen Graphen fiir verschiedene Werte von der Offnungsweite a mit
der Normalparabel. Vervollstandige dann die folgende Tabelle.

Die Parabel ist nach Die Parabel ist im Vergleich zur Nor-
oben/unten geoffnet | malparabel gestaucht/gestreckt
Fira < —1
Fir—-1<a<0
Fir0<a<1
Fira > 1

Aufgabe 3| Gegeben sind die folgenden auf ihrem maximalen Definitionsbereich gegebenen
quadratischen Funktionen f; bis f;.

[fl(x) =x%—-25x+5 J[fz(x) = —0,2x% + 4x — 1][f3(x) = lxz +lx J

4 3

_ ) 1 ) 1 1 _1 )
fa(x) = 0,25x +§x—2 fs(x) = 2x +Ex+§ f6(x)—§x +3x—-2

Bearbeite fiir jede Funktion die Aufgaben a) —c).

a) Entscheide jeweils, ob der Graph der Funktion eine nach oben oder nach unten geo6ff-
nete Parabel beschreibt.

b) Gib an, ob der Graph der Funktion im Vergleich zur Normalparabel gestreckt oder ge-
staucht ist.

c) Zeichne die Graphen der Funktionen jeweils in ein eigenes Koordinatensystem. Uber-

priife deine Ergebnisse, indem du die Graphen mithilfe einer dynamischen Geometrie-
software (DGS) plotten lasst.
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[02 Ubungen: Einfiihrung quadratischer Funktionen]

Aufgabe 4| Gegeben sind die folgenden auf ihrem maximalen Definitionsbereich gegebenen
quadratischen Funktionen f; bis f;.

[ﬁ(x)==—x24-3 J{E(x)=-—Q75x2J[ﬁmx)==x2+1_ ]

[f4(x) = 0,25x% — 1][f5(x) = 2x* —x J[fﬁ(x) — _%xz +%]

a) Berechne jeweils die zugehorigen y-Werte zu den x-Werten x; = =2, x, = 0, und
X3 = 4.

b) Bestimme die Nullstelle(n) der Funktion rechnerisch.

c) Zeichne die Graphen mit Hilfe eines Funktionsplotters und tberprife deine Ergeb-
nisse aus Aufgabe 4a) und 4b). (Hinweis zu b: Die Nullstellen einer Funktion finden
sich als die x-Koordinaten der Schnittpunkte der Funktionsgraphen mit der x-Achse
wieder.)

Aufgabe 5| Gegeben sind die folgenden auf ihrem maximalen Definitionsbereich gegebenen
quadratischen Funktionen f; bis f.

[fl(x) =2x?—x+ 1][f2(x) =—x2—-2x+3 ][f3(x) =x%+1,5x + 1]

[ﬁ(x) =0,2x% +x J[fs(x) = —0,75x? J[fe(x) _ _%xz +§x J

a) Ermittle jeweils durch Rechnung, ob die Punkte A(1|2), B(0|1), C(2| — 3) und
D(—1| — 1) auf, oberhalb oder unterhalb des jeweiligen Graphen liegen.
(Tipp: Setze den x-Wert jeweils in die Funktionsgleichung ein und vergleiche.)
b) Zeichne die Graphen der Funktionen jeweils mit Hilfe eines Funktionsplotters. Uberpriife
anschlieRend deine Ergebnisse aus Aufgabe a).
c) Erstelle eine Aufgabe mit folgenden Kriterien:
e Gegeben ist die auf ihrem maximalem Definitionsbereich gegebene Funktion f
mit einer von dir gewahlten Funktionsgleichung.
e Gib drei Punkte an, von denen einer auf, einer oberhalb und einer unterhalb des
Graphen von f liegt.
e In der Aufgabenstellung ist zu entscheiden, ob der jeweilige Punkt auf, oberhalb
oder unterhalb des Graphen liegt.

Aufgabe 6| Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x% — 4.
a) Berechne f(—=1), f(1) und f(3).

b) Bestimme die Schnittpunkte vom Graphen Gf von f mit den Koordinatenachsen.

l‘$;- e =

(Hilfe: Ansatze zu Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen hier) @% i @

c) Erldutere fiir welchen x-Wert der kleinste Funktionswert entsteht. %u}'.'l _i.ﬂ,'g
5 -'-"1:'1 ™

Entscheide, ob es auch einen groften Funktionswert gibt, den f ‘?ufgi‘::%
annehmen kann. Ol
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[ 03 Arbeitsblatt: Scheitelpunktform quadratischer Funktionen]

Hallo! Wir vom Unternehmen ,,NatureSize“ sinh
gerade dabei eine App zu entwickeln, mit der
die GroRRe verschiedener Objekte automatisch
abgeschatzt werden kann. Deine Mathelehrkraft
hat mir erzahlt, dass du uns dabei helfen kannst
einen Kriterienkatalog zu erstellen. Es soll dabei
zunachst einmal darum gehen parabelformige
Strukturen abzuschatzen. Bitte hilf uns mit fol-

K genden Bildern dabei. /

Bild 1 (Schierigke : mittel)

a) Wahle mit deinem Banknachbarn eines der
Bilder aus.

Die betrachteten Strukturen auf den Bildern
nennt man Parabeln.

b) Schatzt die tatsachliche maximale Hohe der 5
parabelférmigen Struktur in eurem ausgewahltem Bild ab. Versucht Bild3 (Schwierigkeit: leicht)
dafiir Informationen aus den Bildern zu verwenden, die euch weiterhelfen kénnten.

(Hinweis: Bei Bild 2 geht es um den Briickenbogen unten. Verwendet bei Bild 3 die mitt-
lere Parabel.) Abschéatzung:

Referenzgrole:

c) Parabeln beschreiben die Graphen von quadratischen Funktionen. Die allgemeine Form
einer quadratischen Funktion f lautet f(x) = ax? + bx + c.
Fir die zugehorigen Funktionsgleichungen der Bilder gilt:
Bild 1: f; (x) = —0,4x2% + 3,8x (x,y in cm)
Bild 2: f,(x) = —0,14x% + 3,2 (x,y in 10 Metern)
Bild 3: f5(x) = —0,19x% + 2,47x — 2,28 (x, y in cm)
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[ 03 Arbeitsblatt: Scheitelpunktform quadratischer Funktionen]

Mithilfe der Funktionsgleichungen kénnen nun die tatsachlichen maximalen
Hohen der parabelférmigen Strukturen bestimmt werden. Betrachte entweder
das Infomaterial (mittleres Niveau) oder das Lernvideo (leicht). Bestimme an-
schlieBend die maximale Hohe rechnerisch und analysiere dann, ob deine Ab-
schatzungen gelungen sind. Zeichne dazu auch den Graphen der ausgewahlten Funktion mit-
hilfe einer Wertetabelle. Gib dem Unternehmen anschlieRend eine Riickmeldung Uber die
Eignung deiner ausgewahlten Referenzgrolle als Schatzhilfe.
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[03 Informationsblatt: Scheitelpunktform quadratischer Funktionen]

Mit Hilfe der Scheitelpunktform einer quadratischen Funktion kann der Scheitelpunkt der zu-
gehorigen Parabel ganz einfach bestimmt werden. Um von der allgemeinen Form einer

, auf die Scheitelpunktform zu kom-
men, gibt es zwei gingige Wege. Beispiel: f(x) = —0,6x% + 3,6x — 3

Q (Der kurze Weg]
Die Koordinaten des Scheitelpunkts S(xs|ys) der zugehdrigen Parabel kénnen durch die fol-
genden Formeln einfach berechnet werden.

b

Xs = _Zund Vs = f(xs)

Um x, zu erhalten mussen wir also lediglich die entsprechenden Werte aus der allgemeinen
Form einsetzen. Beispiel: f(x) = —0,6x? + 3,6x —3 > b =3,6 unda = —0,6

36
2> X = T i 3

Vs erhalt man dann, indem man x5 = 3 in die allgemeine Funktionsgleichung einsetzt:
> ¥, =-06-32+3,6-3—-3=24->5(3|2,4)
Damit kann die Scheitelpunktform dann ganz einfach angegeben werden.

Scheitelpunktform: f(x) = a(x — x5)? + vy,
> f(x) ==0,6(x—3)?+24
QJ (Der lange Weg]|

Als Beispiel betrachten wir die Funktion f mit f(x) = —0,6x? + 3,6x — 3. Der Graph dieser
Funktion ist im Folgenden abgebildet.

, y XS(3|2"4)/ParabE|
1 Gy
€T
—
1 2 3 4 5

Neben der allgemeinen Form, kann eine quadratische Funktion auch in der sogenannten
Scheitelpunktform dargestellt werden. Das funktioniert mithilfe der quadratischen Ergan-
zung. Im vorliegenden Beispiel sieht das folgendermallen aus:

‘{F ® f(x) = —0,6x? + 3,6x — 3

o8 : -"{f(x) = —0,6(x? + 6x + 5) (ausklammern)
-a“ﬁ%,_f(x) = —0,6(x2—2-3x +5)
Hier wird die f (x) = —0,6(x? —2-3x + +32 =32 +5) (zu einer binomischen Formel umformen)
quadrati- — £(x) = —0,6((x — 3)?> — 32+ 5) (eine binomische Formel anwenden)
sche Ergéin-
zung noch- f (%) = —0,6((x —3)% —4) (vereinfachen)

mal erkldrt. f(X) = —0,6((X — 3)2 + 2’4)
Mithilfe der Scheitelpunktform kénnen die Koordinaten des sogenannten Scheitelpunktes
einer Parabel abgelesen werden. Allgemein kann man eine quadratische Funktion in der
Scheitelpunktform folgendermaRen darstellen: f(x) = a(x — x5)? + y
x¢ beschreibt dabei die x-Koordinate des zugehorigen Scheitelpunktes.
ys beschreibt dabei die y-Koordinate des zugehorigen Scheitelpunktes.
a entspricht dem a aus der allgemeinen Form f(x) = ax? + bx + ¢
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[03 Ubungen: Scheitelpunktform quadratischer Funktionen]

Aufgabe 1|Gegeben sind die folgenden auf ihrem maximalen Definitionsbereich gegebenen
quadratischen Funktionen f; bis f;.

[fl(x) =2x%—4x + 8][f2(x) =—2x2—-8x + 3][f3(x) =x2+3x + 14]

[f4(x) =0,3x% +x + 5] [fs(x) = —0,25x% + 3x ][fs(x) — %xz 4 2x— 1]

Bearbeite fiir jede Funktion die Aufgaben a) —b).

c) Bestimme durch moglichst einfache Rechenschritte die Scheitelpunktform der Funktion.
Gib den Scheitelpunkt des zugehdrigen Graphen der Funktion an.

d) Zeichne den Graphen der Funktionen mithilfe einer Wertetabelle in ein Koordinatensys-
tem.

Aufgabe 2| Gegeben sind die folgenden quadratischen Funktionen f; bis f;. Bestimme je-

weils die Scheitelpunktform der Funktion.

[fl(x) =x%—-25x+5 ][fz(x) = —0,2x% + 4x — 1} [f3(x) _ %xz +%x ]

()—0252+1 -2 ()—l 2+1 +l ()—1 24+3x-2
fa(x) = 0,25x 8x f5x—7x Zx z f6x—8x x

Aufgabe 3| Die Golden Gate Bridge ist eine Hangebriicke und ein Wahrzeichen San Francis-
cos. Sie wurde 1937 fertiggestellt und war zu diesem Zeitpunkt die langste Hangebriicke der
Welt. Der komplette Briickenzug ist dabei 2737 Meter lang.

T

Im Querschnitt beschreibt das durchhdangende Seil in der Mitte der Briicke ndherungsweise

eine Parabel. Die zugehdrige quadratische Funktion f kann durch die Funktionsgleichung

flx) = 22 4+ 20 mit D, = [—640; 640] beschrieben werden, wobei x und y in Me-
819200 s

tern angegeben werden. Dabei wird die x-Achse des Koordinatensystems auf Hohe der

Stralle gelegt.

a) Gib an, wo in der Zeichnung die y-Achse liegen muss. Begriinde deine Entscheidung.

b) Die beiden hochsten Punkte der Briicke werden an den Briickenpfeilern erreicht. Die
StraBe befindet sich 67 Meter oberhalb des Meeresspiegels. Bestimme die Hohe ober-
halb der Meeresspiegels, an den héchsten Punkten der Briicke.

c) Bestimme, wie weit das Seil am niedrigsten Punkt oberhalb der Stralle hdngt.
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[03 Ubungen: Scheitelpunktform quadratischer Funktionen]

Aufgabe 4| Gegeben sind die folgenden

Graphen G, bis G4 quadratischer Funktio-

nen.

a) Gib jeweils den Scheitelpunkt der Pa-
rabel und deren Offnung an. x

b) Gib jeweils die Wertemenge der zuge- A4\5
horigen quadratischen Funktion an.

Hilfe gibt es hier: @ E-"
Aufgabe 5] Gegeben sind die folgenden quadratischen Funktionen f; bis f5.
1
[fl(x) = 2(x - 3)? J[fzoo = —05(x +2)* + z] [f3(x) = —x? - ]
) 1,1 1 5
fo(x) =01(x—2)* = 1,6|| fs(x) = 2% +7 fo(x) = —E(x -1)“-1

Bearbeite fir jede Funktion die Aufgaben a) —d).

a) Gib den Scheitelpunkt der zugehérigen Parabel und deren Offnung an.

b) Gib an, wie viele Nullstellen die Funktion hat. Begriinde deine Entscheidung. Berechne
anschlieRend die Nullstellen der Funktion, falls diese existieren.

c) Zeichne den Graphen der Funktion in ein Koordinatensystem. Markiere die Nullstellen
der zugehorigen Funktion, indem du die entsprechende(n) Stelle(n) auf der x-Achse ein-
kreist. @ E}i

d) Gib die Wertemenge der Funktion an. Hilfe dazu gibt es hier:

Aufgabe 6| Stelle die Funktion h in einer DGS mit h(x) = a - (x — x;)? + y, dar. (Hinweis:

Die Variablen x5 und y, missen eventuell zunachst definiert werden, bevor die Funktions-

gleichung dargestellt werden kann.)

a) Untersuche, wie sich der Graph von h in Abhdngigkeit verschiedener Werte von x; und
Ys im Koordinatensystem verschiebt. Erstelle Merksatze dazu. Die folgenden Liickentexte
koénnen dir dabei helfen.

e Eine Verdanderung von x; um den Wert +1 sorgt flr eine Verschiebung des Graphen in

um eine Langeneinheit nach

e Eine Veranderung von x; um den Wert —1 sorgt flr eine Verschiebung des Graphen in

um eine Langeneinheit nach

b) Untersuche fiir welche Werte von a und y, die Funktion h keine, genau eine oder genau
zwei Nullstellen besitzt.
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[04 AB: Spiegelung, Streckung, Stauchung und Verschiebung von Parabeln ]

Yussuf moéchte seiner kleinen Schwester Samira in Mathematik helfen und ihr erklaren, wie sich
Parabeln durch bestimmte Veanderungen von Werten in der Funktionsgleichung im
Koordinatensystem verhalten. Als Beispiel betrachten die beiden die auf ihrem maximalen

Definitionsbereich definierten Funktionen g und h mit g(x) = x? und h(x) = —é (x +1)?+3.
Beide versuchen zu erklaren, wie der Graph von h aus dem Graphen von g hervorgeht. Teilt euch in
Gruppen von jeweils zwei Personen auf und wahlt dann eine der beiden Aufgabengruppen.

Entscheidet begriindet, ob die von euch gewahlte Person recht hat und verbessert eventuelle Fehler.
Bearbeitet zunachst das Aufgabenblatt, um euch die Fahigkeiten zum Lésen der Aufgabe anzueignen.

Aufgabengruppe 2
»,Der Graph von h geht aus dem
Graphen von g hervor durch

Aufgabengruppe 1

»,Der Graph von h geht aus dem
Graphen von g hervor durch
Spiegelung an der x-Achse,

Streckung um % in x-Achsenrichtung,

1. .
Stauchung um - in y-Achsenrichtung, Verschiebung um —1 LE in x-Achsen-

richtung und um +3 LE in y-Achsen-
richtung und Spiegelung an der x-
Achse.”

Verschiebung um +1 LE in x-Achsen-
richtung und um —3 LE in y-Achsen-
richtung.”

LE=“Langeneinheiten”

Erstellt zunachst mit Hilfe einer dynamischen Geometriesoftware den Graphen der
Funktion g mit g(x) = x? (Normalparabel).
) a) Erstellt den Parameter d und dann den Graphen der Funktion f; mit f; (x) = (x — d)2.
Analysiert, wie sich der Graph von f; in Abhadngigkeit von d verhalt und vervollstandigt folgenden

Ko . Satz:
OFERAALT Der Graph von f; geht durch den Graphen von g hervor durch Verschiebung um den Wert
Hinweis LEi
in

b) Erstellt den Parameter e und dann den Graphen der Funktion f, mit f,(x) = x? + e.
Analysiert, wie sich der Graph von f, in Abhdngigkeit von e verhalt und vervollstdndigt folgenden
Satz:
Der Graph von f, geht durch den Graphen von g hervor durch Verschiebung um den Wert

LE in

c) Erstellt den Parameter a (Schrittweite 0,5) und dann den Graphen der Funktion f; mit
f3(x) = ax?.
Analysiert, wie sich der Graph von f3 in Abhangigkeit von a verhdlt. Erstellt Punkte A und B, die
auf dem Graphen von g bzw. f; liegen und die x-Koordinate x = 1 haben. Vervollstandigt
folgenden Satz: Der Graph von f; geht durch den Graphen von g hervor,

fir |a] > 1, durch Streckung um den Wert LE in
fiir 0 < |a| < 1, durch Stauchung um den Wert LE in
flir a < 0 zusatzlich durch Spiegelung an der

l@“—“ﬁ:'l,:ﬂ'@ Hilfestellung: Falls ihr an einer Stelle Probleme habt, dann seht euch das Lernvideo an.
i ,
R R 15 Hugel-Schule



https://huegel-schule.de/quadratische-funktionen-und-parabeln/#Verschiebung
https://huegel-schule.de/wp-content/uploads/2023/03/04-AB-Verschiebung-von-Parabeln-Hinweis.pdf
https://huegel-schule.de/wp-content/uploads/2023/03/04-AB-Verschiebung-von-Parabeln-Hinweis.pdf
https://huegel-schule.de/wp-content/uploads/2023/03/04-AB-Verschiebung-von-Parabeln-Hinweis.pdf

[04 AB: Spiegelung, Streckung, Stauchung und Verschiebung von Parabeln ]

Entscheidet nun unter fachlich begriindeten Aspekten, ob Yussuf bzw. Samira eine korrekte Aussage
getéatigt haben. Verfasst gegebenenfalls einen korrekten Satz, wie der Graph der Funktion h aus dem
Graphen der Funktion g hervor geht.
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[04 Ubungen: Spiegelung, Streckung, Stauchung und Verschiebung von Parabeln]

Aufgabe 1| Gegeben sind die folgenden auf ihrem maximalen Definitionsbereich gegebenen
quadratischen Funktionen f; bis f;.

[fl(x) —x? 4 1] [fz(x) = 252 ][f3(x) — (x— 3)2][11(@ — (x +2)? ]

[fs(x) _ %xz ][f6<x> = —0,25x2][f7<x> _ %xz 4 2][fs(x) = (x—1)2+2 ]

Gib an, wie der Graph der jeweiligen Funktion aus der Normalparabel hervorgeht. (Hinweis:
Die Normalparabel hat die zugehérige Funktionsgleichung f(x) = x2.)

Aufgabe 2 | Gib jeweils die zugehdrige Funktionsgleichung an.

a) Der Graph der Funktion f geht aus der Normalparabel hervor, durch Verschiebung um
+1LE in x-Achsenrichtung.

b) Der Graph der Funktion f geht aus der Normalparabel hervor, durch Verschiebung um
—2,5LE in y-Achsenrichtung.

c) Der Graph der Funktion f geht aus der Normalparabel hervor, durch Streckung um den
Faktor 2 in y-Achsenrichtung und Verschiebung um —1,5LE in x-Achsenrichtung.

d) Der Graph der Funktion f geht aus der Normalparabel hervor, durch Stauchung um den

Faktor g in y-Achsenrichtung und Verschiebung um 2,5LE in y-Achsenrichtung.

e) Der Graph der Funktion f geht aus der Normalparabel hervor, durch Spiegelung an der
x-Achse, Streckung um den Faktor 1,5 in y-Achsenrichtung und Verschiebung um —1LE
in x-Achsenrichtung.

f) Der Graph der Funktion f geht aus der Normalparabel hervor, durch Spiegelung an der
x-Achse, Stauchung um den Faktor 0,3 in y-Achsenrichtung, Verschiebung um 1,8LE in
x-Achsenrichtung und Verschiebung um —1LE in y-Achsenrichtung.

Aufgabe 3| Gegeben sind die folgenden auf ihrem maximalen Definitionsbereich gegebenen
quadratischen Funktionen g4 bis gg.

[gl(x) =(x-1%+1 ][gz(x) =2x%2+1 ][g3(x) = %(x — 3)2][g4(x) =x%+2 ]

(950 =2 L9600 = 0250+ 12| v = 2x2 41 | gy = 7 + 2

a) Gib an, wie der Graph der jeweiligen Funktion aus der Normalparabel hervorgeht. (Hin-
weis: Die Normalparabel hat die zugehérige Funktionsgleichung f(x) = x?2.)

b) Gib an, wie die Graphen der Funktionen g, bis g, aus dem Graphen der Funktion g mit
g(x) = 2(x — 1)2 + 2 hervor gehen.

Aufgabe 4| Gib die zugehdrige Funktionsgleichung an. Der Graph der Funktion f geht aus
dem Graphen der Funktion h mit h(x) = %(x — 1)2 + 1 hervor, durch

a) Verschiebung um +2LE in x-Achsenrichtung.

b) Verschiebung um —1LE in y-Achsenrichtung.

c) Spiegelung an der x-Achse.

d) Uberpriife 4a)-c) indem du h und f von einer dynamischen Geometriesoftware zeich-
nen lasst.
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05 Arbeitsblatt: Losungsformel fir quadratische Gleichungen
(Mitternachtsformel, abc-Formel) Teil 1

\

Oh nein! Wir beobachten, wie Carl Friedrich von einem Lowen verfolgt wird. Vor ihm sieht er
einen Flusslibergang. Zum Glick ist der Lowe noch recht klein, so dass er nicht so weit wie Carl
springen kann. Carl setzt also an und will springen. Wenn Carl im Fluss landet, dann wird er
vielleicht abgetrieben und geht uns verloren. Entscheide mithilfe der untenstehenden
Informationen oder des Lernvideos, ob Carl springen soll und formuliere einen Satz, den du
\ihm zurufen mochtest. Gib ihm auch eine mathematische Begriindung, um ihn zu Uberzeugen./

4y
2
~
1

Das andere Flussufer liegt von der Absprungstelle genau 1,95 Meter entfernt. Die Flugbahn
von Carl Friedrich kann durch den Graphen der Funktion f mit

f(x) = —0,5x? + 5,5x — 14,625 (x und y in Metern) beschrieben werden, wobei durch die
Nullstellen der Funktion der Absprungs- und Landeort identifiziert werden kann.

Beschreibe kurz Carl Friedrichs Problem.

= Gib den geplanten Weg an, mit dem wir uns Fahigkeiten aneignen wollen, um das
2 ) Problem zu l8sen.

Gib das Ziel an, das wir erreichen wollen.

. ] Higel-Schule
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05 Arbeitsblatt: Losungsformel fur quadratische Gleichungen
(Mitternachtsformel, abc-Formel) Teil 1

20 | a) Liesdir zundchst das Infoblatt zur Lésungsformel fiir quadratische Gleichungen durch.
Min| b) Gib den Ansatz zur Bestimmung der Nullstellen der gegebenen Funktion an.
(Hinweis: Du findest den Funktionsterm unter der Zeichnung auf der ersten Seite)

c) Bestimme jetzt die Nullstellen der Funktion.

Probleme?
Sieh dir
nochmal
das Beispiel

bei an.

Vergleiche deine Ergebnisse mit deinem Banknachbarn. Schreibt auf, was ihr Carl zurufen
%Té) wirdet. Gebt Carl dabei auch eine mathematisch saubere Begriindung an, um ihn zu
Uberzeugen.

Schon fertig?

Herausforderung 1: Der Lebensraum von Léwen

Informiere dich online (iber den Lebensraum von Lowen. Gib an, wie viele LoOwen es weltweit
noch gibt und in welchen Landern die haufigsten Vorkommen sind.

(Hinweis: Die Seite des WWF kénnte dabei helfen.)

Herausforderung 2: Eine bedrohte Tierart
Lowen sind eine bedrohte Tierart. Informiere dich online (iber GegenmaRnahmen, die
getroffen werden, um diese Tiere zu schiitzen.
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[05 Informationsblatt: Losungsformel fir quadratische GIeichungen]

10 | Gleichungen der Form ax? + bx + ¢ = 0 (a € R\{0}; b, ¢ € R) kénnen nicht durch so einfache

Min Umformungen, wie bei linearen Gleichungen, nach x aufgelost werden. Von daher hat es sich
angeboten obige Gleichung allgemein nach x aufzulésen und das Endergebnis als Formel anzugeben.
Diese dabei entstande Formel lautet die ,Losungsformel fiir quadratische Gleichungen:

0)- —-b+VbZ-4 , .
'Q X1 = _Tac (Losungsformel fiir quadratische Gleichungen)

Die x-Werte, die dabei bestimmt werden, sind genau die Losungen, die eingesetzt in der gegebenen
Gleichung fir eine wahre Aussage sorgen. Die Gleichung wird mithilfe der quadratischen Ergdanzung
geldst. Die Herleitung der Formel kannst du dir auf der Riickseite des Informationsblattes anschauen.

Beispielanwendung der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen:
@_.51.".:?.{::?@ Die Platzhalter a, b und ¢ stehen fiir Zahlen, die in einer konkreten Aufgabenstellung eingesetzt
ﬂzfgi}‘r ) werden kénnen. Wir schauen uns als Beispiel die Gleichung 2x%2 + 6x — 8 = 0 an, die wir l6sen
WAk s chten.
@ aE
Falls du Ver- 2x>+6x—8=0
%7’”’5' Hier identifizieren wir die Werte
prooleme
hast. sieh dir _—b + Vb? — 4ac _ —61\/62 —4-2-(=8) —-6+v100 —-6%10
das Lernvi- X12 = 2a - 2.2 - 4 - 4

deo Teil1an. pas + pej der Formel driickt aus, dass es zwei Lésungen fiir die Gleichung gibt. Man schreibt einmal

den Bruch nur mit dem ,,-“ (Minuszeichen) und berechnet den Endwert und macht das Gleiche dann
mit ,,+“ eingesetzt:
-6-10 -6+10

4 4
Macht man nun die Probe und setzt jeweils —4 oder 1 in die Gleichung 2x2 + 6x — 8 = 0 ein, dann
erkennt man, dass genau diese Werte eine Losung der Gleichung sind.
Im allgemeinen wird der Ausdruck unter der Wurzel die sogenannte Diskriminante D genannt. Man

schreibt die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen deswegen auch folgendermaRen auf:

x1=

—4; Xy =

D = b? — 4ac
_—b++VD
12 = 7o,

Der Grund fir diese Art der Darstellung liegt darin, dass Abhangig von dem Wert unter der Wurzel
ersichtlich wird, ob die betrachtete Gleichung zwei L6sungen, eine oder keine Losung besitzt. Das
wird hier jedoch noch nicht behandelt. Dazu gibt es ein Extraarbeitsblatt.

Schon fertig?
Sieh dir die Herleitung der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen noch an.
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[Herleitung der Losungsformel fiir quadratische GIeichungen]

Links ist das Losen eines konkreten Beispiels. Auf der rechten Seite ist die Herleitung der L6-
sungsformel flir quadratische Gleichungen.

0 = 2x2+6x—8 0 = ax®’+bx+c
1. Ausklammern
0 = 2(x2+3x—4) 0 = a(x?+2x+5)
2. Zerlege den Koeffizienten von x, um den 2ab-Teil einer binomischen Formel zu erzeugen.
_ 2 _ 2 LV
0 = 2(x*+2-15x—-4) 0 = a(x"+2-—x+-)
3. Fiihre die quadratische Erganzung durch.
— 2x2+42- 2_152_ = a2 42 T (2 C(2) 4
0 2(x%+2-1,5x + 1,52 — 1,52 — 4) 0 a(x? +2 ng+ (Za) (ZQ) +5)
_ 2 _ 122 _ - bNT_p? ¢
0 = 2((x+15)%—152—4) 0 = a ((x 2y -2y a)
_ 2 _ b 2 _ b*-4ac
0 = 2((x+15)%-6.25) 0 = a ((x to) ~ T )

Nun hat man den Term so umgeformt, dass in der kompletten Gleichung nur noch ein x steht und kann nach
diesem auflésen.

2 2
= 2 _ : — b\* _b°+iac .
0 = 2((x+1,5)?%-6,25) [:2 0 = “((X+2a) h ) I
_ 2 _ _ b\2 b2+4ac b2+4ac
0 = (x+1,5?2%-6,25 |+1,562 0 = (x n E)2 ol 4 2
2
2 = 2 b°-4ac _ b
6,25 (x+ 1,5 v 4q2 (x + Za) v
+25 = x+4+1,5 |—0,75 n b2-4ac _ x +i I+ b
- 4a? 2a 2a
- _ _ -b b%-4ac
Mz = —LOE2S X = Rt
= Vp2—
Die Formel kann man nun noch umformen, da v4a? = 2a gilt X1 = bt zba SO
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05 Arbeitsblatt: Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
(Mitternachtsformel, abc-Formel) Teil 2

Hallo Leute, \

oh je... Das ist mir unangenehm. Es geht um Mathe. Meine Mathelehre-

rin hat uns heute als Hausaufgabe aufgegeben, die Nullstellen von drei
Funktionen zu bestimmen. Irgendwie kapier ich das aber wohl nicht. Ich
glaube ich habe nur eine Aufgabe gelost. Da kommt 1,5 und -2 raus. Der
Rest war komisch. Bei einer der Funktionen habe ich nicht Mal eine Lo6-
sung rausgebracht. Kénnt ihr mir bitte helfen? /

Lotte! Wir helfen dir & !
Hier ein kleiner Hefteintrag dazu.

Mithilfe der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen kdnnen gegebene Gleichungen der
Form 0 = ax? + bx + ¢ (mit a € R\{0} und b, ¢ € R) geldst werden.

Die Formel lautet

Im Folgenden sollen die Nullstellen quadratischer Funktionen mithilfe der Losungsformel fir
quadratische Gleichungen bestimmt werden. Dazu sind die Funktionsgleichungen der auf
ganz R gegebenen Funktionen f;, f, und f; gegeben.

x) = 4x% +2x — 12 O35 5@ Falls du Probleme
A 1, "’L'L’% 45 hast,sieh dir das
fo(0) = 5x% +2x + 2 SRR Lernuideo Teil2
f:(x) =2x*+3x+4 @A O

a) Bestimme die Nullstellen der Funktion f;.

b) Bestimme die Nullstellen der Funktion f.

22 Higel-Schule
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05 Arbeitsblatt: Losungsformel fur quadratische Gleichungen
(Mitternachtsformel, abc-Formel) Teil 2

c) Bestimme die Nullstellen der Funktion f;.

@E i,
Falls du Prob-
leme hast, sieh
dir das Lernvi-

deo Teil 2 an.

Vergleiche deine Ergebnisse mit deinem Banknachbarn. Erstellt dann eine Zusammenfassung
fir Lotte. Im Folgenden gibt es dafiir auch ein paar Hilfestellungen. Fillt den Liickentext aus.

.

)
O

Q- Der Wert unter der Wurzel wird als sogenannte Diskriminante D bezeichnet.
Fir die Diskriminante gilt damit: D = b? — 4ac

Allgemein kann man die Losungsformel fir quadratische Gleichungen also auch schreiben als

—b+ .
6% 5 = VD it D = b? — 4ac.
¢ 2a

Bei quadratischen Gleichungen kann es, abhangig von der Diskriminante D, zwei, eine oder
keine Losungen geben.

Bei Aufgabe a) ist der Wert der Diskrimnante D =

Q Gilt fur die Diskriminante D > 0, so hat die zugehdrige quadratische Gleichung

Losungen.

Bei Aufgabe b) ist der Wert der Diskrimnante D =
Q Gilt fir die Diskriminante D = 0, so hat die zugehoérige quadratische Gleichung

Losung.

Bei Aufgabe c) ist der Wert der Diskrimnante D =

Q Gilt fiir die Diskriminante D < 0, so hat die zugehorige quadratische Gleichung

Loésung.

Geht nun auf Lottes Aussage ein und erklart ihr vor allem, ob sie etwas falsch gemacht hat.
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[05 Ubungen: Lésungsformel fiir quadratische Gleichungen]

Aufgabe 1| Gegeben sind die folgenden Gleichungen unter der Grundmenge R. Bestimme
die Losungen der Gleichungen mit Hilfe der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen.

[a0=2x2-2¢-12 |(b)0=3x—9x—30 ][c)0=3x2+6x—45]
[d)0=x2+x—2 ][e)o=1x2—3x+1 ][f)0=x2+4x+4 ]
2 2

Aufgabe 2| Gegeben sind die folgenden Gleichungen unter der Grundmenge R. Bestimme
zunachst den Wert der Diskriminante. Gib die Anzahl der Lésungen der Gleichungen an und
bestimme diese gegebenenfalls.

[a)0=2x2+7x—4][b)0=3x2+26x—9][c)0=x2—2x+1][d)0=2x2+4x+3]

[e)2=x2+x ][f)2,5=0,7x2—3x ][g)o=§x2—3 ][h)2x2=—3x2—1]

Aufgabe 3| Carl Friedrich méchte eine App programmieren, mithilfe derer Funktions-
graphen automatisch Gber Strukturen in Bildern -

gelegt werden. Zudem wird eine passende
Funktionsgleichung ausgegeben. Im
Folgenden wird die Flugkurve eines
Wasserstrahls analysiert. Die App gibt die
folgende Funktionsgleichung aus.

fi(x) = —0,24x? + 1,85x + 0,2

@ a) Bestimme die Nullstellen der Funktion
und gib an, welcher Funktionsgraph
am besten zu den Werten passt.

b) Bestimme die Koordinaten des

Hilt'e' Z;l.bl.' ' . . RZ
scheitelpunkt-  Scheitelpunkts des Funktionsgraphen. I T 5 3 41 5 0 =3
form guadra- ¢)  Zeichne den Graphen der Funktion und

tischer Funkti-
Ler e entscheide, ob die vorgegebene Funktionsgleichung der App den Wasserstrahl gut

beschreibt.

Aufgabe 4| Gegeben sind die folgenden Funktionen f; bist f;, auf ihrem maximalen
Definitionsbereich.

fl(x)zxz—%x—% fo(x) = x? — 4x fz(x) =2x* -8
fai(x) =x*+6x+9 fs(x) =0,5(x — 1)(x + 4) fo () =§x2—3x+1
fr(x) = =2x(x + 1) fo(x) = x% +9x fo(x)=2(x—1)>-8
fio(x) = 0,5x2 fii(x) = 4x%? + 16 fio(x) =x*+x+1

a) Bestimme die Nullstellen der Funktionen moglichst effizient.
b) Gib die Schnittpunkte der Funktionsgraphen mit den Koordinatenachse an.
-B:E-"H.[ﬁ.'@ Hilfe zu a): : "_'@ Hilfe zu b):

_,“ Sieh dir das Erkldr- T 0 Sieh dir das Erkldrvideo
et s video zu méqli- %ﬁ .']1 .',"'" zu Schnittpunkten mit

I j-_._j,.-}- 1 chen Losunaswe- % den Koordinatenachsen
(O ﬁf genan. paa iy
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[06 Arbeitsblatt: Nullstellenform quadratischer Funktionen]

/Die Alsterfontdne in Hamburg kann bei passendeh

Windgang so fotografiert werden, dass der
Strahlenverlauf des Wassers auf dem Bild durch
den Graphen einer quadratischen Funktion
genahert werden kann. Die Nullstellen der Funktion
liegen dabei bei x; = 13 und x, = 33. Der
Leitkoeffzient beim Funktionsterm betragt
a = —0,4. Im Folgenden soll abgeschatzt werden,

Qvelche maximale Hohe die Fontdne etwa erreichy
‘ @ \ |Aufgabe 1| Suche dir mithilfe anderer Objekte im

Bild (z.B. Auto, Baum, Zug, Briicke...), dessen GrolRe
du besser einschatzen kannst, Anhaltspunkte, um
anhand dessen die Hohe der Fontane abzuschatzen.
Anhaltspunkt zum Schatzen:

Geschatzte Hohe der Fontdne:

29| |Aufgabe 2| Lies dir das Informationsblatt aufmerksam durch.

@ Aufgabe 3| Gib zunachst die Nullstellenform der Funktion an und bestimme dann die Hohe
="/ der Fontane. Vergleiche deine Eregbnisse mit deinem Banknachbarn. Entscheidet, wer den
& besseren thatzer gewadhlt hat.

| S

Hilfestellungen:

Nullstellenform Hohe der Fontdne
Sieh dir und Du bendtigst den Scheitelpunkt des
auf dem Informations- Funktionsgraphen.

blatt an. Sieh dirundaufdem

Informationsblatt an.
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[06 Informationsblatt: Nullstellenform quadratischer Funktionen ]

Funktionsterme quadratischer Funktionen kénnen im Allgemeinen in drei verschiedenen

20 Min| Formen angegeben werden. Die allgemeine Form, die Scheitelpunktform und die

Nullstellenform. Die allgemeine Form und die Scheitelpunktform werden in anderen Kapiteln
behandelt. Wir vergleichen im Folgenden jedoch die allgemeine Form mit der
Nullstellenform.

1O Allgemeine Form:  f(x) = ax* + bx + c (a € R\{0}; b,c € R)
Nullstellenform: f(x) =alx —x)(x — x;) (a € R\{0}; x;,x, €ER)

Die Werte x; und x, stehen fiir die Nullstellen der quadratischen Funktion. Der Wert a ist
bei beiden Gleichungen derselbe und wird als Leitkoeffizient a bezeichnet.

Beispiel:

Betrachtet wird die auf ganz R definierte Funktion f mit f(x) = —0,6x2? + 3,6x — 3.

Falls die Nullstellen der Funktion nicht gegeben sind, missen diese erst berechnet werden.
In diesem Fall kdnnen wir das mithilfe der Lésungsformel fur quadratische Gleichungen.
—0,6x2+36x—3=0

—3,6+./3,62—4-(—0,6)-(-3) -3,6+24
2-(=0,6) =12

X1,2 =

9 x1:1; XZZS;

Jetzt muss nur noch in die Formel fiir die Nullstellenform eingesetzt werden.

fG) = =06(x = D =5)

Da beiden Formen die gleiche Funktion beschreiben, gehort zu beiden Formen auch derselbe
Funktionsgraph Gy.
Aky
S

X
OFTEO 2 Y
FR . £
pe :
@ nyle :

Falls du Versténdnis- I :E

probleme hast, sieh dir X

noch das Lernvideo an. l 2 § 4 E)ﬁ i
Die Nullstellen finden wir an den Schnittpunkten der Parabel mit der x-Achse wieder.
Auf Grund des Symmetrieverhaltens von Parabeln befindet sich der x-Wert des
Scheitelpunktes x. genau zwischen den Schnittpunkten mit der x-Achse.

145
==

Den y-Wert y. kann man dann einfach ausrechnen indem man in eine der
Funktionsgleichungen einsetzt.

v, =—=06(3—-1)(3=5) =24 >S5(3[24)

1 Schon fertig? Uberlege dir, wie man die Nullstellen-
% form in die allgemeine Form umwandeln kann.
Die Lésung gibt’s durch den Link oder den QR-Code.
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@9 @

x) -'Iﬂ.:‘

Sieh dir das Er-
kldrvideo zu
moglichen Lé-

sungswegen
an.

Hilfe zu 2a):
Sieh dir das Er-
kldrvideo zu
Schnittpunkten
mit den Koordi-
naten-achsen
an.

[ 06 Ubungen: Nullstellenform quadratischer Funktionen]

Gegeben sind die auf ganz R definierten quadratischen Funktionen f; — fs.
fi)=x*—x-6 L =2 +4x i) =Gr-Pa+)
£u(x) = 2x% — 32 fs(x) = 2% —Zx £o(x) = 0,5x2 + 1,5x — 2

a) Bestimme jeweils die Nullstellen der Funktion und gib die Funktionsgleichung in Nullstel-

lenform an, falls moglich.
b) Zeichne die Graphen der Funktionen f; — f, mithilfe einer DGS (dynamischen Geomet-
riesoftware) und tGberprife damit deine Ergebnisse aus Aufgabe a).

A0 =@-HE-1) | L) =26+ Dx+2) | fx) =—;@x+Dx+2)
fil0) =3 (x = 1)? fs@) =1x(x - 2) fo@) = —(2x — 4)(x +2)

a) Gib jeweils ohne weitere Rechnung die Schnittpunkte der Graphen von f; — f; mit den
Koordinatenachsen an.
b) Zeichne die Graphen von G, — Gy, der Funktionen f; — f; in ein gemeinsames Koordina-

tensystem. Verwende dabei fiir jeden Graphen eine eigene Farbe. Uberpriife damit deine
Ergebnisse aus a).

Aufgabe 3| Gegeben sind die Graphen G; — G4 der Funktionen f; — f¢.

y

4
Gsg

ol

o)
5
L

. = 5
]
Hilfe zur graphi-
schen Bestim-
mung des Leitko-
effizienten a.

-

Gib die Funktionsgleichungen in Nullstellenform an, falls moglich. Lese die Nullstellen
dazu so genau wie moglich vom Graphen ab.

Gib die Funktionsgleichungen in Scheitelpunktform an.

Bestimme mithilfe der Ergebnisse aus a) oder b) die allgemeine Form der Funktionsglei-
chungen.

Aufgabe 4| Gegeben sind im Folgenden die Nullstellen von auf ganz R definierten
Funktionen f; — fg mit a = 1. Gib jeweils die Nullstellenform an.

x1=1;x2=4‘; x1=_1;x2=_4‘; X1=1;XZ=_4‘;

x1=_1;x2=4‘; x1=0;x2=4‘; x1=0;x2=—4;

27
Klicke hier oder verwende den QR-Code, um die Aufgaben zu Gberprifen.
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[ 07 quadratische Funktionsgleichungen bestimmen}

Einfihrung| Mache den Selbstlernkurs zum bestimmen quadratischer Funktionsgleichungen. EE ALE)

Aufgabe 1| Gegeben sind auf ganz R definierte quadratische Funktionen. Bestimme jeweils -'-::‘ .
die zugehorige Funktionsgleichung. B

a) A(0|1), B(1]3), C(3|13) e) A(=3| — 2,5), B(1]1,5), C(3|11)

b) A(=2| — 2), B(1|2,5), C(2|6) f) A(=1|3), B(1|13), C(2|7,5)

Q) A(=1[3,5), B(2| — 1), C(3| = 0,5) | g) A(=0,5|4), B(0]4), C(2|3)

d) A(=3| — 11), B(0|2,5), C(1]0,5) | h) A(=1| — 1,2), B(=2| — 2,6), C(3|8,4)

Ein Tennisspieler trainiert mit einer Ballwurfmaschine auf einem 24 Meter lan-

gem Tennisfeld. Die Flugbahn des Balles ist dabei parabelférmig. Der Ball wird auf der

Grundlinie abgeschossen und hat nach 10 Metern eine Hohe von 1,5 Metern. Nach 15 Me-

tern liegt die Hohe noch bei 1 Meter, wahrend er schlieBlich 20 Meter von der Abwurfstelle

entfernt landet.

a) Bestimme den zugehorigen quadratischen Funktionsterm, wobei x die Weite in Metern
und y die aktuelle Héhe beschreiben soll.

b) Auf halber Lange des Tennisfeldes befindet sich das Tennisnetz. Bestimme, in welcher

Hohe der Tennisspieler den Ball trifft, wenn er 2 Meter hinter dem Netz steht. Runde auf
zwei Nachkommastellen.

Carla Friedrich Ubt das Freiwerfen beim Basketball. Bei ihrem Wurf hat der Ball 2
Metern in waagrechter Richtung eine Hohe von 4,52 Metern, nach 3 Metern eine Hohe von
4,77 Metern und nach 4 Metern eine Hohe von 4,28 Metern. Die Flugkurve des Balls kann
durch eine Parabel gendhert werden.

a) Bestimme die Funktionsgleichung der zugehdrigen quadratischen Funktion f, bei der die
Hohe des Balls in Abhangigkeit von der waagrechten Wurfweite beschrieben wird.

b) Der Basketballkorb hat waagrecht eine Entfernung von 5 Metern. Der Korb hangt dabei
3,05 Meter hoch. Entscheide mathematisch begriindet, ob der Ball den Korb trifft.

Der Veranstalter einer Festivals mochte mit Hilfe der Eintrittspreise einen
maximalen Gewinn erzielen. Den Gewinn f(x) in Abhangigkeit des Eintrittspreises x kann
man dabei durch eine quadratische Funktion nahern. Bekannt ist, dass bei einem Preis von
50€ in etwa ein Gewinn von 82500€ zu erwarten ist, wahrend bei einem Preis von 100€ in
etwa ein Gewinn von 130000€ erwartet wird. Bestimme den zugehdrigen Funktionsterm.
Hinweis: Du kannst dir zusatzlich den erwarteten Gewinn bei einem Preis von 0€ (iberlegen.

Aufgabe 5 | Gegeben sind auf ganz R definierte quadratische Funktionen. Bestimme jeweils
die zugehorige Funktionsgleichung. Der Punkt S beschreibt den Scheitelpunkt der Parabel.

a) A(0]1), S(5]3) b) A(3]1), S(4|8) @"E“v’é’@
c) A(=210), B(10), C(2]2) | d) A(2]0), B(6/0), C(1]4) T
e) A(Z | 0), S(4| 3) f) A(_3|0): B(3|0); C(l | 1) Bestimmung lber Bestimmung liber
Scheitelpunktform Nullstellenform
28 HUgel-Schule
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[ 08 Ubungen: quadratische Funktionen mit Parameteﬂ

Aufgabe 1| Gegeben sind Graphen von auf ganz R definierten quadratischen Funktionen.
Bestimme die Wertemenge der Funktionen graphisch.

Y / 9; ﬂ ro. @
a"?%s‘w&

®:!

Link: Hilfe zur Be-
stimmung von
- Wertemengen

Aufgabe 2| Gegeben sind auf ganz R definierte quadratische Funktionen mit folgenden Funk-
tionsgleichungen.

LA =2x-1?+3 | i) =05(x-D(x+3) |
L) =x+15%-1 | fe(x) =-025(x —3)(x +2)
[0 = —05+2)? +1)( fslx) =26 —D(x+05) | ="

a) Zeichne die Graphen der Funktionen f; — f¢ ohne einen Ta- stimmung von
Wertemengen

schenrechner zu verwenden.
b) Gib die Wertemenge der Funktionen an.
c) Erlautere, wie man nur mithilfe der Scheitelpunktform und ohne zugehoérigen Graphen
die Wertemenge bei den Funktionen f;, f, und f3 angeben kann.

Gegeben ist die Schar der auf ganz R definierten Funktionen f; mit

fi(x) = kx? — 2 mit k € R\{0}.

a) Verwende eine dynamische Geometriesoftware (DGS), definiere zundchst den Parameter
k und lasse anschliefend die Funktion f;, zeichnen.

b) Entscheide mithilfe der DGS fiir welchen Wert von k die Funktion f;, genau die zwei Null-
stellen x; = —2 und x, = 2 besitzt.

c) Stelle einen rechnerischen Weg dar, um Aufgabe b) zu |6sen.

d) Gib den Scheitelpunkt an, den alle Funktionsgraphen unabhéngig von k besitzen.

e) Bestimme den Wert fiir k, bei dem der Scheitelpunkt des Graphen von f; durch den
Punkt P(2|1) geht.

Betrachtet wird die Schar der auf ganz R definierten Funktionen f; mit k € R.
Die zugehorigen Parabeln sind nach oben gedffnet und besitzen die Scheitelpunkte
S(—1|0,5k + 2).

a) Bestimme den Wert fiir k, sodass die Parabel die x-Achse berihrt.

b) Bestimme den Wert fiir k, sodass die Parabel die x-Achse nicht schneidet und nicht be-
rahrt.

c) Gib die Funktionsgleichung einer Funktionenschar f; an, die obige Scheitelpunkte be-
sitzt. Tipp: Verwende die Scheitelpunktform.
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[ 08 Ubungen: quadratische Funktionen mit Parameteﬂ

Gegeben ist die Schar der auf ganz R definierten Funktionen f; mit
fa(x) = ax? — 4a mit a € R\{0}.
a) Bestimme den Wert des Parameters a so, dass der Punkt P(1| — 6) auf dem Graphen
von f, liegt.
b) Bestimme die Nullstellen von f, und entscheide, ob diese von a abhangig sind.
c) Untersuche, ob der Scheitelpunkt der Graphen von f; von a abhangig ist.
d) Zeichne die Graphenvon f, fira = —2,a = 0,5und a = 1.

Gegeben ist die Schar der auf ganz R definierten Funktionen f; mit
fa(x) = ax? — 4x + 2a mit a € R\{0}.
a) Bestimme den Wert des Parameters a so, dass der Punkt P(0|2) auf dem Graphen von
fa liegt.
b) Bestimme a so, dass f, eine doppelte Nullstelle besitzt. Gib f, fir diesen Wert von a in
Nullstellenform.
c) Untersuche, ob der Scheitelpunkt der Graphen von f, von a abhangig ist.
d) Bestimme a so, dass der Scheitelpunkt an der Stelle x = 1 liegt.

Gegeben ist die Schar der auf ganz R definierten Funktionen f; mit
fa(x) = ax? — 8ax + 2 mit a € R\{0}.
a) Bestimme a so, dass f, eine doppelte Nullstelle besitzt. Gib f, fiir diesen Wert von a in
Nullstellenform.
b) Untersuche, ob der Scheitelpunkt der Graphen von f, von a abhangig ist. Gib die Funk-
tion f, in Scheitelpunktform an.
c) Bestimme den Wert a so, dass der Scheitelpunkt der Funktion den y —Wert y = 4 hat.

Aufgabe 8| Gegeben sind die folgenden drei Graphen einer auf ganz R definierten Schar von
Funktionen f;. Y

a) Gib die Funktionsgleichungen der Graphen
G4, G, und G5 in Scheitelpunktform und
Nullstellenform an.

b) SchlieRe aus Aufgabe a) auf die Funktions-
gleichung der Schar der Funktionen f;, und
gib diese in Scheitelpunktform und Nullstel-
lenform an.
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