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Geometrie Aufgabengruppe 1

Die Punkte A(6]0|4), B(0]6]|4), C(—6|0]4) und D liegen in einer Ebene E und bilden die

Eckpunkte der quadratischen Grundflache einer Pyramide ABCDS mit der Spitze S(0]0]1).

A, Bund S liegen in der Ebene F.

a) Zeigen Sie rechnerisch, dass das Dreieck ABS gleichschenklig ist. Geben Sie die
Koordinaten des Punktes D an und beschreiben Sie die besondere Lage der Ebene E im
Koordinatensystem. (4BE)

(Zur Kontrolle: F:x; + x, — 2x3 + 2 = 0)

c) Berechnen Sie das Volumen V der Pyramide ABCDS. (2BE)
(Zur Kontrolle: V = 72)

Ein auf einer Stange montierter Brunnen besteht aus einer PEN 1
Marmorkugel, die in einer Bronzeschale liegt. Die Marmorkugel
beriihrt die vier Innenwande der Bronzeschale an jeweils
genau einer Stelle. Die Bronzeschale wird im Modell
durch die Seitenflachen der Pyramiden ABCDS
beschrieben, die Marmorkugel durch eine Kugel mit
Mittelpunkt M (0]|0|4) und Radius r. Die x; x,-Ebene des
Koordinatensystems stellt im Modell den horizontal verlaufenden
Erdboden dar; eine Langeneinheit entspricht einem Dezimeter in der Realitat.

d) Ermitteln Sie den Durchmesser der Marmorkugel auf Zentimeter genau. (4BE)
(Zur Kontrolle: v = V6) | Losung 5.8 || Losungsvideo | [u]

e) Weisen Sie nach, dass der hochste Punkt des Brunnens ca. 64 cm tGber dem Erdboden
liegt. (2BE)

Auf der Oberflache der Marmorkugel treten an vier Stellen Wasserfontdanen aus. Eine dieser

Austrittsstellen wird im Modell durch den Punkt Ly(1|1|6) beschrieben. Die zugehdorige

Fontdne wird modellhaft durch Punkte L,(t + 1|t + 1]6,2 — 5 - (t — 0,2)?) mit geeigneten

Werten t € R{ beschrieben.

f) Der Punkt P liegt innerhalb des Dreiecks ABS und beschreibt im Modell die Stelle, an der
die Fontdne auf die Bronzeschale triff (vgl. Abbildung). Bestimmen Sie die Koordinaten

von P. (4BE) ‘ Lésung S.9 H Lésungsvideo |

g) Untersuchen Sie, ob der hochste Punkt der Wasserfontane hoher liegt als der héchste

Punkt des Brunnens. (2BE) | Lésung S.lOH Lésungsvideo ‘ ;

h) Aus den vier Austrittsstellen flieBen pro Sekunde insgesamt 80 ml Wasser in die =] --I:-'EI
Bronzeschale. Bestimmen Sie die Zeit in Sekunden, die vergeht, bis der anfangs leere

Brunnen vollstandig mit Wasser gefiillt ist. (4BE) | Lésung S.llH Lésungsvideo ‘ E
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Geometrie Aufgabengruppe 2
Der in Abbildung 1 dargestellte Kérper wird
begrenzt von der quadratischen Grundflache
ABCD mit A(5|5]0), B(—=5|5|0), C(—5]—5]0)
und D(5]—5]0), acht dreieckigen
Seitenflachen und einem weiteren Quadrat
EFGH mit E(2|0]4), F(0|2|4), G(—2]0]|4)
und H(0|—2|4). Der Mittelpunkt S des
Quadrats ABCD ist der Ursprung des
Koordinatensystems und der gesamte Korper ist symmetrisch sowohl beziglich der x; x5-
Ebene als auch beziglich der x,x;-Ebene. Ll
a) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABF bei F rechtwinklig ist. (2BE) " N
| Lésung S.12 H Lésungsvideo ‘ '-E

b) Das Dreieck ABF liegt in der Ebene W. Ermitteln Sie eine Gleichung von W in Koordina-
tenform und beschreiben Sie die besondere Lage von W im Koordinatensystem. (4BE)
(zur Kontrolle: W:4x, + 3x3 — 20 = 0)

c) Berechnen Sie die GroRe des spitzen Winkels, den die Seitenflaiche ABF und die
Grundflache ABCD einschlieRen. (3BE)

Auf der Strecke [DE] gibt es einen Punkt K, fiir den KE = EF gilt.
d) Bestimmen Sie die Koordinaten von K. (4BE)

| L6ésung S.15 H L6ésungsvideo ‘ [w]
e) N(1,6]0|3,2) ist der Mittelpunkt der Strecke [KF]. Begriinden Sie, dass die Gerade EN
den Innenwinkel des Dreiecks DFE bei E halbiert, und weisen Sie rechnerisch nach, dass
S auf der Geraden EN liegt. (4BE)

k
| Lésung S.16 H Lésungsvideo ‘ [m]

f) Der Korper kann in neun Pyramiden zerlegt werden, von denen jede kongruent zu genau
einer der drei Pyramiden ABFS, HDFS bzw. EFGHS ist (vgl. Abbildung 2). Die Pyramide

ABFS hat das Volumen 33 é und die Pyramide HDES hat das Volumen 13 é Bestimmen

Sie das Volumen des gesamten Korpers. (4BE)
H

/4/
4
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Geometrie Aufgabengruppe 1 Lésungen

Die Punkte A(6]0]4), B(0]6]4), C(—6|0|4) und D liegen in einer Ebene E und bilden die
Eckpunkte der quadratischen Grundflache einer Pyramide ABCDS mit der Spitze S(0]0]1).
A, Bund S liegen in der Ebene F.

a) Zeigen Sie rechnerisch, dass das Dreieck ABS gleichschenklig ist. Geben Sie die
Koordinaten des Punktes D an und beschreiben Sie die besondere Lage der Ebene E im
Koordinatensystem. (4BE)

Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklich, wenn zwei Seiten die gleiche Lange besitzen.

6\ (0 6
|S4| = (0)—(0) = (0) =62 + 0% + 32 = V45 =35

4 1 3

. 0 0 0

|SB| = (6)—(0) = (6) =02 + 62 + 32 = 45 = 3+/5
4 1 3

—> Das Dreieck ABS ist gleichschenklig.

Koordinaten von D:
Da das Rechteck rechtwinklig ist, miissen die zwei gegeniberliegenden Seiten jeweils

parallel sein (ﬁ| |TC) und die Vektoren missen die gleiche Lange besitzen.
>4B = DC

0-6 —6—d,

(a=9)-(o-)

4 —4 4 —dy

-6 —6—d;

<6>=< —d, ) 2>d, =0;d, =—6;d; =4;
0 4 —d,

Damit gilt: D(0] — 6]4)

A(61014); B(016]4); C(~6]014); D(0[6]4);

Da alle Punkte als x3-Koordinate den Wert x5 = 4 besitzen, liegen sie auf einer Ebene die parallel zur
X1X,-Ebene im Abstand 4 ist. Eg: x; = 4

‘Zur(jck zur Aufgabe |

Beispiel fir Punkte, die parallel zur x; x,-Ebene liegen:

P,(—10]0]4)
X xP3(—10]|10]4)

P1(010]4)

— A

X1

4 Higel-Schule

.. . . S5,
Zurilick zum Inhaltverzeichnis Q@: :‘%x
«



https://huegel-schule.de/

2021 Abiturprifung Mathematik Bayern Priifungsteil B

b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene F in Koordinatenform. (3BE)
(Zur Kontrolle: F:x; + x, — 2x3 + 2 = 0)

A(6]0[4); B(0]6]4); S(0[0]1);

—6 0
Wir bestimmen einen Normalenvektor zur Ebene F und setzen in die 09\(_6
Normalenform ein. _3\_3

. [0-6\ [=6\ __ [0-0 0
AS=<O—O>=<0>; BS=<O—6>=<—6);
1-4/ \-3 1-4/ \-3

—6 0 0-(—=3)—(=3)-(-6) —18 —1
7l =AS x BS = < 0 >x<—6>= (=3)-0—(=3) - (—6) =<—18>= 18-(—1)
-3 -3 (—=6) - (—=6)—0-0

Normalenform:

(E)-6)G)-e

erster Losungsvorschlag:

Multiplizieren Sie das Skalarprodukt der Normalenform aus.

=0 D+ 0 -0- D+ -1 -2 =
—X1 —Xp + 2(x3 — 1)

—X1 — Xy + 2x3— 2

X+ X, — 2x3 + 2

o O O O

|- (=1)

zweiter Losungsvorschlag:

In der Koordinatenform sind die Koeffizienten vor den x-Werten gleich den Koordinaten
eines Normalenvektors.

2> F: = Ex, F2x3+¢c=0

Um c zu erhalten kénnen einfach die Koordinaten eines Punktes, der auf der Ebene liegt
(A, B oder S) eingesetzt werden (hier: S(0[0]1))

2>-0-04+2-14¢c=0
2+c=0

c=-2
D>Fi—x;—x,+2-x3—2=0

‘ZurUck zur Aufgabe
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c) Berechnen Sie das Volumen V der Pyramide ABCDS. (2BE)
(Zur Kontrolle: V = 72)

A(6]0]4), B(0]6]4), C(—6]0]4), D(0|—6]4), S(0]0|1)

erster Lésungsvorschlag:
Die Grundfliche ist ein Quadrat, also kann man dafiir z.B. AB? berechnen.

0-6

AB = <6—0> =/(—6)% + 62 + 02 =72
4—4

G=AB*=72

Fir das Volumen gilt: Vpy,rqmige =G - h

[SSE T

Der Abstand von S zur Ebene Eg: x3 = 4 muss genau 3 sein, da S auf der x3-Achse an der
Stelle x3 = 1 liegt.

1
2 Veyramide = 3’ 72-3=72

zweiter Losungsvorschlag:
Wir verwenden die Formel fiir das Volumen einer Pyramide aus der
Merkhilfe. Da die Grundflache quadratisch (rechteckig ware auch moglich) —-12 —6)

ist (vgl. Angabe), konnen wir das Volumen der dreiseitigen Pyramide ABCS
berechnen und dieses verdoppeln.

1 — —_— —
VPYramide =2 "o |AB o ((AC) X (AS))| <

. [0-6\ [=6\ __ [—6—6\ (=12 _  (0-6\ [—6
AB=<6—O)=<6); AC=(O—0>=< 0 ); AS=<0—O)=<O);
4—4 0 4—4 0 1-4/ \-3

. —-12 —6 0-(=3)—0 0
(4C) x (45) =< 6 )x( 0 ) =0 (-6~ (-12)-(-3) | = (—36)
0

-3 ~12-0—0- (—6)

—6 0
Eo((A_c’)x(B))=<8)o<—36>=(—6)-0+6-(—36)+0-0=—216

1
2 Veyramide = 3" |—216| = 72

‘ZurUck zur Aufgabe|
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Ein auf einer Stange montierter Brunnen besteht aus einer - \
Marmorkugel, die in einer Bronzeschale liegt. Die
Marmorkugel berihrt die vier Innenwénde der
Bronzeschale an jeweils genau einer Stelle. Die
Bronzeschale wird im Modell durch die
Seitenflachen der Pyramiden ABCDS beschrieben,
die Marmorkugel durch eine Kugel mit Mittelpunkt
M (0]0|4) und Radius . Die x; x,-Ebene des Koordinatensystems stellt
Modell den horizontal verlaufenden Erdboden dar; eine Langeneinheit
entspricht einem Dezimeter in der Realitét.

d) Ermitteln Sie den Durchmesser der Marmorkugel auf Zentimeter genau. (4BE)
(Zur Kontrolle: r = V/6)

erster Lésungsvorschlag:

Die Kugel beriihrt die Ebene ABS in genau einem Punkt. Das heil3t die Ebene ABS liegt
wiederum tangential auf dem Kugelrand. Um den Punkt zu erhalten an dem die Beriihrung
stattfindet, kann man eine Gerade durch M aufstellen, die senkrecht auf der Ebene ABS
steht.

(Aus Aufgabe b)) Fix; +x, —2x3;+2 =0

1
Normalenvektor: 71 = ( 1 )
-2

. 0 1
GeradeG:X=<O>+/1-( 1)
4 -2

Wir setzen G in F ein, um den Schnittpunkt zu erhalten.

A+A-204-2D+2 = 0
20—-8+41+2 = 0
61—6 = 0 |+6
61 = 6 I:6
A 1

0 1 1
> 0S8 = (O) +1 ( 1 ) = (1); S(11112);
4 -2 2

Der Radius ergibt sich nun aus der Lange der Strecke MS.

o))

d=2-r=2V622/6dm ~49dm =49 cm

r:_S: —

=J12+12+(-2)2 =6

/ Higel-Schule

. S 9t dgg,
Zurilick zum Inhaltverzeichnis Q@*:”‘ :%
&



https://huegel-schule.de/

2021 Abiturprifung Mathematik Bayern Priifungsteil B

zweiter Losungsvorschlag:

Bestimme die Hessesche Normalenform der Ebene F. Diese Form bestimmt man, indem
man jeden Wert in der Koordinatenform, durch die Lange des entsprechenden
Normalenvektors teilt:

Fixq+x,—2x3+2=0

7] =12+ 12 + (—2)2 =6

x1+x2—2x3+2 — O

HNF: 7

Setzt man nun die Koordinaten eines Punktes in diese Form ein, dann erhalt man
betragsmaRig den Abstand des Punktes zur Ebene.
0+0—2-4+2 -6
r= [ =[] =6
d=2-1=2V622V6dm ~49dm =49 cm

| Zurick zur Aufgabe ‘

e) Weisen Sie nach, dass der hochste Punkt des Brunnens ca. 64 cm tGber dem Erdboden
liegt. (2BE)

Der Mittelpunkt der Kugel liegt 4 dm Uber der x; x,-Ebene. Von diesem aus, muss man
genau um die Linge des Radius 7 = V6 dm nach oben gehen, um den héchsten Punkt zu
erreichen. > h,r = 4 dm + V6 dm ~ 6,449 dm ~ 64 cm

Zuruick zur Aufgabe |
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Auf der Oberflache der Marmorkugel treten an vier Stellen Wasserfontanen aus. Eine dieser
Austrittsstellen wird im Modell durch den Punkt L,(1]|1|6) beschrieben. Die zugehérige
Fontine wird modellhaft durch Punkte L.(t + 1|t + 1|6,2 — 5 - (t — 0,2)?) mit geeigneten
Werten t € R beschrieben.

f) Der Punkt P liegt innerhalb des Dreiecks ABS und beschreibt im Modell die Stelle, an der
die Fontdne auf die Bronzeschale triff (vgl. Abbildung). Bestimmen Sie die Koordinaten
von P. (4BE)

Das Dreieck ABS liegt in der Ebene F. Es muss also gepriift werden an welchem Punkt die
Fontdne auf die Ebene F trifft. Dafiir miissen wir L; in die Ebenengleichung von F einsetzten.
Fix;+x,—2x3+2=0

L;inF:

t+1+t+1—-2(62—-5-(t—0,2)%) +2 0
2t+2-2(62=5-(t2-2-02t+02%))+2 = 0
2t+2—=2(62=5t24+2t=02)+2 = 0
2t +2—-124+10t?—4t+04+2 = 0
10t2—-2t—8 = 0
_—(-2)%(-2)?—-4-10-(-8) 2+18
L2 2-10 20
(th=-2=-08eR{)t,=1;

Da 5(0]0]1) den tiefsten Punkt der Pyramide beschreibt, muss L., der korrekte Punkt sein.
(Vergleichen Sie dazu die eingefarbten x;-Koordinaten der Punkte.

’ZurUck zur Aufgabe |
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g) Untersuchen Sie, ob der hochste Punkt der Wasserfontdane hoher liegt als der héchste
Punkt des Brunnens. (2BE)

Um den hochsten Punkte der Wasserfontane zu finden, muss Gberpriift werden, fir welches
t die x3-Koordinate von L,(t + 1|t + 1|6,2 = 5 - (£ — 0,2)?) am groRten ist. Wir betrachten
dazu die Funktion f mit f(t) = 6,2 — 5 - (t — 0,2)? und suchen ihre Maximalstelle.

erste Moglichkeit:
f(®) =6,2—-5-(t—0,2)2
f®)=-5-(t—0,2)%>+6,2

f(¢t) liegt in der Scheitelpunktform vor. Der Graph von f beschreibt also eine nach unten
geoffnete Parabel mit Scheitelpunkt S (hier ein Hochpunkt) bei $(0,2|6,2)

- Der hochste Punkt der Fontdne liegt bei 62 cm und ist damit niedriger als der hochste
Punkt des Brunnens, der bei 64 cm liegt (vgl. e)).

Oder(!):
f(®) = 62-5t>+2t—0,2 (vgl Lésung f))
f(t) = —-5t2+2t+6
f'(t) = —-10t+2
—-10t+2 = 0 |+10t
2 = 10t |:10
t = %(einfach, VZW)

zweite Moglichkeit:
Da Gy eine nach unten gedffnete Parabel beschreibt, ist der Scheitelpunkt ein Hochpunkt.

dritte Moglichkeit:
Da Gy, eine fallende Gerade beschreibt, wechseln die Werte von f" an der Nullstelle von
positiv nach negativ. = G hat an dieser Stelle einen Hochpunkt.

vierte Moglichkeit:
f"() =-10

-=-10< at einen Hochpunkt an der Stelle t = =

"(5) = =10 < 0> Gy hatei hpunkt an der Stelle t = -

finfte Moglichkeit:
Vorzeichentabelle

t —o<t<t f=1 let<+o
5 5 5
(0 g 0 S
Gy 2 HOP N

Probewert: f'(1) =—-10-14+2=-8<0;

()= +2 re=s:

- Der Hochste Punkt der Fontane liegt bei 62 dm und ist damit niedriger als der hochste
Punkt des Brunnens, der bei 64 dm liegt (vgl. e)).

‘ZurUck zur Aufgabe ‘
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h) Aus den vier Austrittsstellen flieBen pro Sekunde insgesamt 80 ml Wasser in die
Bronzeschale. Bestimmen Sie die Zeit in Sekunden, die vergeht, bis der anfangs leere
Brunnen vollstandig mit Wasser gefiillt ist. (4BE)

Aus Aufgabe c):

Das Volumen der Pyramide betrégt 72 dm3. Da sich der Mittelpunkt M (0|0|4) der Kugel
genau auf der gleichen Hohe befindet, wie der Rand der Pyramide (A(6]0]|4), B(0|6]4),

C(—6]0]/4) und D(0| — 6|4)) muss das Volumen der Kugel bis zu dieser Hohe abgezogen
werden. Damit muss also die Halfte des Volumens der Marmorkugel abgezogen werden.

_1 4 .3
VHalbkugel—g'g'T T

2 3
VHalbkugel =3 \/8 ‘T
Vges = VPyramide - VHalbkugel ~ 41,21880 (dmg)
Volumen Wasser pro Sekunde: 80 ml = 0,080 [

v
>t=-25=515s
0,080

‘Zur(jck zur Aufgabe ‘
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Geometrie Aufgabengruppe 2 Lésungen

Der in Abbildung 1 dargestellte Kérper wird
begrenzt von der quadratischen Grundflache
ABCD mit A(5|5]0), B(—=5|5]0), C(—5]—5]0)
und D(5]—5]0), acht dreieckigen
Seitenflachen und einem weiteren Quadrat
EFGH mit E(2|0]4), F(0|2|4), G(—2]0]|4)
und H(0|—2|4). Der Mittelpunkt S des
Quadrats ABCD ist der Ursprung des
Koordinatensystems und der gesamte Korper ist symmetrisch sowohl beziglich der x; x5-
Ebene als auch beziglich der x,x;-Ebene.

a) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABF bei F rechtwinklig ist. (2BE)

_ [0-5 ~5\ _ [0—(=5) 5
AF=<2—5>=<—3>;BF=< 2-5 >=<—3>;
4-0 4 4-0 4

Zwei Vektoren stehen senkrecht zueinander, wenn das Skalarprodukt der Vektoren null ist.
AFoBF =-5-5-3-(-3)+4-4=-2549+16=0

- Das Dreieck ABF ist bei F rechtwinklig.

‘Zur(jck zur Aufgabe ‘
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b) Das Dreieck ABF liegt in der Ebene W. Ermitteln Sie eine Gleichung von W in Koordina-
tenform und beschreiben Sie die besondere Lage von W im Koordinatensystem. (4BE)
(zur Kontrolle: W: 4x, + 3x3 — 20 = 0)

A(515[0); B(=515]0); F(0[2]4);

-5 5
Wir bestimmen einen Normalenvektor zur Ebene W und setzen in die _39\(\_3
Normalenform ein. 4

w3 G

. -5 5 —3-4—4-(=3) 0 0
ﬁ:AFxﬁ=<—3>x<—3>: 4.-5—-(=5)-4 :(40):10.(4)
4 4 (=5)-(-3)—(-3)-5 30 3

Normalenform:

(2)-G))- (0

erster Losungsvorschlag:
Multiplizieren Sie das Skalarprodukt der Normalenform aus.

(X1_0)0+(XZ_2)4+(X3_4)3 = O
4x2—8+3X3—12
4‘X2+3X3_20

1
o o

zweiter Losungsvorschlag:
In der Koordinatenform sind die Koeffizienten vor den x-Werten gleich den Koordinaten
eines Normalenvektors.

2> F:4+4x,+3x3+c=0

Um c zu erhalten kénnen einfach die Koordinaten eines Punktes, der auf der Ebene liegt
(A4, B oder F) eingesetzt werden (hier: F(0]|2]4))

24-24+3:-44+c=0
20+c=0

c=-20

>W:dx, +3x3—20=0

Da der Koeffizient vor x; gleich 0, ist die Ebene W parallel zur x;-Achse.

‘ZurUck zur Aufgabe
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c) Berechnen Sie die GroRe des spitzen Winkels, den die Seitenflaiche ABF und die
Grundflache ABCD einschliel3en. (3BE)

A(51510); B(=5510); C(=5|-510); D(5|-510); <_109<_10>

Um den Winkel zwischen zwei Ebenen zu bestimmen, kann man den 0 -10

Winkel zwischen zwei Normalenvektoren der Ebenen bestimmen. 0\ 0
0

ny = (4) wurde bei Aufgabe b) bestimmt. 00 _18
S 0/\ o0

erster Losungsvorschlag:
Da bei A, B, C und D die x3-Koordinate jeweils 0 ist, liegen die Punkte auf der x; x,-Ebene.

0
Ein Normalenvektor dazu ist der Normalenvektor 7i,pcp = (O)

90 . . 1

<8>‘ <g>‘ ~ V0Z+02+12V02+42432 5
1/1\3

o

cos(a) = ‘

>a = cos™ ! (g) ~ 53,13°

zweiter Losungsvorschlag:
Wir bestimmen einen Normalenvektor zur Ebene auf der ABCD liegt durch ein Kreuzprodukt
aus zwei Vektoren, die in der Ebene liegen.

/10 10 0-0—0-(—10) 0 0
ﬁzABXACz(O)x(—w): 0-(—=10) - (=10)-0 =<0)=100<0)
0 0 (=10) - (=10) — 0 - (—10) 100 1

T T

a = cos~t (g) ~ 53,13°

Zuriick zur Aufgabe ‘
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Auf der Strecke [DE] gibt es einen Punkt K, fiir den KE = EF gilt.
d) Bestimmen Sie die Koordinaten von K. (4BE)
D(5|-5]0); E(2[0]4); F(0]2]4);

Wir benétigen zunichst die Streckenldnge EF.
EF =, (0-2)2+(2—-0)2+ (4 —4)2

EF =V4+4+0=2V2

Dann konstruieren wir einen Vektor, der von E

nach K zeigt.

. [/5-2 3
ED =(—5—0>=<—5)
0—4 —4

Wir normieren den Vektor, sodass er die Lange 1LE hat. Daflir teilen wir jeden Eintrag durch
die Lange des Vektors ED.

5 G

SED T Hriierica? | Vs0

| |
I a a]| w
aligls gl

Nun gehen wir vom Punkt E aus um den Vektor 2+/2 - §zp zu Kund erhalten damit die
Koordinaten von K.

3 6
, , (F\‘ , {«——5\‘ n L
- N =5 -10
k=<0)+2\/§-SED=<O>+2\/E T =<2)+ o =<2)+ -2

-8

4 4 —4 -8 ==
V50 VZ5 °
> K(3,2|-2|2,4)
’ZurUck zur Aufgabe ‘
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e) N(1,6]0|3,2) ist der Mittelpunkt der Strecke [KF]. Begriinden Sie, dass die Gerade EN
den Innenwinkel des Dreiecks DFE bei E halbiert, und weisen Sie rechnerisch nach, dass
S auf der Geraden EN liegt. (4BE)

E(Zﬂé}); L H G
Da EF und EK gleich groR sind, ist das Dreieck KFE gleichschenklig.
Damit ist das Dreieck symmetrisch beziiglich der Symmetrieachse Y
EN. Also halbiert EN den Innenwinkel des Dreiecks KFE bei E. /““\\- ~~~~~
Das ist derselbe Winkel, wie der des Dreiecks DFE bei E. T IS B

erster Losungsvorschlag: A

Wir bilden die Vektoren EN und SN und Uberprifen, ob sich diese als Vielfache voneinander
darstellen lassen bzw. ob sie linear unabhangig sind.

1,6 —2 —-0,4
EN=(0_0>=< 0)
32—-4 -0,8
. 1,6 -0 1,6
5N=(o_o)=<o>
32-0 3,2
1,6 —0,4 u
(o):#( 0) 50
3,2 -0,8 u

zweiter Losungsvorschlag:

—4
0 - S liegt auf der Geraden EN.
—4

Wir bestimmen die Geradengleichung von EN:

) 2 1,6 —2 2 -0,4
EN:X=<O)+/1<O—O>=<O>+/1( 0 )
4 32—4 4 -0,8

Wir Uberprifen, ob $(0]0|0) auf EN liegt:

0 2 —-0,4 A=-5
(0) = (0) + /1( 0 ) 20=0 - S liegt auf der Geraden EN.

0 4 —-0,8 A=-5

‘Zur(jck zur Aufgabe |
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f) Der Korper kann in neun Pyramiden zerlegt werden, von denen jede kongruent zu genau
einer der drei Pyramiden ABFS, HDFS bzw. EFGHS ist (vgl. Abbildung 2). Die Pyramide

ABFS hat das Volumen 33 % und die Pyramide HDES hat das Volumen 13 % Bestimmen

Sie das Volumen des gesamten Korpers. (4BE)

e Y
D A D A A Abb. 2
E(2[0]4); F(0]2|4); G(—2]0]4); H(0|-2]4);

Die Grundflache EFGH der Pyramide ist ein Quadrat. Wir weisen zumindest nach, dass es
sich um ein Rechteck handelt.

L -2 -2 L -2 —2 L -2 2

HEOEF=(—2>°<2>=0;EF°FG=<2>°<—2>=0;FGOGH=(—2>°<—2)=0
0 0 0 0 0 0

- EFGH ist ein Rechteck.

An den Eintragen der Vektoren erkennt man, dass diese alle die gleiche Lange haben.
- EFGH ist ein Quadrat.

Q

erster Losungsvorschlag:
Wir bestimmen die Grundflache der Pyramide.

EF=vV4+4+0=2V2
Fir das Volumen gilt: Vpyramige = % G-h

(das doppelte Volumen einer entsprechenden dreiseitigen Pyramide)

EFGH liegt parallel zur x; x,-Ebene im Abstand 4 LE. Damit ist die Hohe auch gleich 4 LE.
32

1 1 2
9VEFGH5:§'G'h:§'(2\/§) A=

Um das Gesamtvolumen zu erhalten das Volumen der Pyramiden ABFS und HDES jeweils

vier Mal benotigt.

1 1 32 1 592
Vgesamt =4. VABFS + 4. VHDES +VEFGHS =4. 335"‘4‘ 135"‘?: 197§=T
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zweiter Losungsvorschlag: 9 0
Wir verwenden die Formel fiir das Volumen einer Pyramide aus der —2d( =2
Merkhilfe. Da die Grundflache quadratisch (rechteckig ware auch maglich) 0 ~4
ist, kdnnen wir das Volumen der dreiseitigen Pyramide EFGS berechnen 9 0
und dieses verdoppeln. 21l Z2
E(2]0]4); F(0]2]4); G(—2[0]4); H(0]—-2[4); 0/ \—4

Veyramige = 2 -2 - [FE o ((FG) x (FS))]

o 0=2\ /=2\ _ [=2-0\ /-2\ __ ([0-0 0
FE=(2-0]|=(2 [ FG=|0-2 |=|-2)FS=(0-2]=|-2);
4—4 0 4-4 0 0—4/ \-4

2 0 —2-(-4)—0-(-2) 8
(FG) x (FS) = (—2) X (—2) =[ 0-0-(-2)- (-4 |= (—8)

0 —4 —2-(-2)—(-2)-0 4

(o N

F_E’o((ﬁ)x(ﬁ))=(—22>o<—88):2-8—2.(—8)+0-4=32

0 4

1 32
> VPyramide =3 32| = 3
Um das Gesamtvolumen zu erhalten das Volumen der Pyramiden ABFS und HDES jeweils

vier Mal benotigt.

1 1 32 1 592
Vgesamt = 4‘ VABFS +4‘ VHDES +VEFGHS = 4‘ 335"‘4‘ 135"‘?: 197§=T

’ZurUck zur Aufgabe
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g) Es gibt genau eine Kugel, auf der alle acht Eckpunkte des Korpers liegen. Ermitteln Sie die
Koordinaten des Mittelpunkts dieser Kugel. (4BE)

A(515[0); B(=5]5]0); €(=5]=5]0); D(5|—=5]0);
E(2]0]4); F(0]2]4); G(=2[0]4); H(0|-2[4);

Der betrachtete Korper ist symmetrisch zur x; x3-Ebene und zur x,x5-Ebene. Der
Mittelpunkt der Kugel muss also auf der x3-Ebene liegen. Damit hat der

Mittelpunkt die Koordinaten M (0|0|m).

Der Abstand zu jedem Punkt muss gleich grof8 sein. Wir wahlen
zwei Punkte passende Punkte aus, um eine Bedingung aufzustellen.

[MA

5—-0
0—m

V5% + 52 + (—m)?
v 50 + m?

50 + m?

50

30

m

> M(0]0] — 3,74)

‘Zur(jck zur Aufgabe |

[ME]|

2—0
4—m

V22 + 0% + (4 —m)?
V4 + 16 — 8m + m?

20 — 8m + m? | —m?
20 — 8m | - 20
_8m I: (—8)
—3,75
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