2021 Abiturprifung Mathematik Bayern Priifungsteil B

Inhalt
ANalysis AUFZADENGIUPPE L....ooo ettt e e ettt e e et e e e e tteeeeaaaeeeeassaeeaeassseeeasseseeanssseeeansseseannnaeenn 2
1. Gebrochenrationale Funktion (Asymptoten; Monotonieverhalten; skizzieren;
[ ETe Ty a T L A (=T ={ = 1) R 2
2. Funktionschar (Gebrochenrationale Funktion; Symmetrie; Ableitung; Extrempunkte)............. 2

3. Gebrochenrationale Funktion (Streckung; Verschiebung; Symmetrie; Anwendungsaufgabe:
Photovoltaikanlage, WeNdESteIIE) .......cccuieeieieciee ettt ettt et s e e b e eaes 3

F N N A AT £ o YT oY ={ (U o] o < R 4

1. Verknlipfte Exponentialfunktion (Nullstellen; Extremstellen; Integral graphisch;
Stammfunktion: Extrempunkt, skizzieren, interpretieren; Funktionenschar: Nullstellen,

SYIMIMEBEIIIE) i iiiietieiee ettt e e eeecb e e e e e e e ttbareeeeeeeesatbbabaeeeeeeaassbaeeseseeassssssaeeseessssrsseesesennnnsens 4
2. Verknupfte Exponentialfunktion (Monotonie; Wertemenge; Streckung; Verschiebung;
= ol aT=T o 11 o 1 TS 5
Analysis Aufgabengruppe 1 LOSUNGEN ...........eeiiiuiiiiiiiiieeeeiiieeeeitieeeestaeesesabaeeassnseeeeasssaeessssseeseaseeesessees 6
1. Gebrochenrationale Funktion (Asymptoten; Monotonieverhalten; skizzieren;
FIGCheninhalt/INtEEIAI) . ..ccvei ettt et et et ete e e bt e e eaae e e abeeeebeeeeaseeeareas 6
2. Funktionschar (Gebrochenrationale Funktion; Symmetrie; Ableitung; Extrempunkte)........... 10

3. Gebrochenrationale Funktion (Streckung; Verschiebung; Symmetrie; Anwendungsaufgabe:

Photovoltaikanlage, Wendestell) ......couuuiiiiiiee ettt e 12
Analysis Aufgabengruppe 2 LOSUNGEN ...........ccociuiieiiiiieeeeiiiieeeeitieeeeetteeeeeteeeeeiaaeeeesseeaeeaasaeasanssaaaennsenas 15

1. Verknlpfte Exponentialfunktion (Nullstellen; Extremstellen; Integral graphisch;
Stammfunktion: Extrempunkt, skizzieren, interpretieren; Funktionenschar: Nullstellen,

SYMIMIEEIIR) «.ereieieeeeee ettt ettt e e e et e e e e e te e e e stteeeeebteeeeeabaseesaataeeesstaeaeaseaeesansaneesassenessnns 15
2. Verknipfte Exponentialfunktion (Monotonie; Wertemenge; Streckung; Verschiebung;
(S 1ol o 1T 01101 o F=1 L AU PUUPRP 21
! Higel-Schule

&‘o\cH D’g%
@: :%
& 5o


https://huegel-schule.de/

2021 Abiturprifung Mathematik Bayern Priifungsteil B

Analysis Aufgabengruppe 1

1. Gegebenist die in R\{—2; 2} definierte Funktion f:x - x269_c4.

Gy bezeichnet und ist symmetrisch bezlglich des Koordinatenursprungs.

a) Geben Sie die Gleichung aller senkrechten Asymptoten von Gy an. Begriinden Sie, [=] RE’_

Der Graph von f wird mit

dass Gr die x-Achse als waagrechte Asymptote besitzt. (3BE)

| Lésung S.6 || Losungsvideo | [=]!

b) Bestimmen Sie das jeweilige Monotonieverhalten von f in den drei Teilintervallen
| —o0; =2[, ] — 2; 2[ und ]2; +oo[ der Definitionsmenge. Berechnen Sie zudem die
Steigung der Tangente an G im Punkt (0[f(0)). (SBE)

_ 6(x*+4)

(x2-4)2

[=]:,

(zur Kontrolle: f'(x) =

)

| Losung S.7|| Losungsvideo | [u]

Die Punkte A(3|3,6) und B(8]0,8) liegen auf G; zwischen diesen beiden Punkten verlduft
Gs unterhalb der Stecke [AB].

Informationen in einem Koordinatensystem. (4BE)

c) Skizzieren Sie Gy im Bereich —10 < x < 10 unter Verwendung der bisherigen %{f&/@

| Losung S.8]| Losungsvideo | E"

d) Berechnen Sie den Inhalt der Fldche, die von G und der Strecke [AB] eingeschlossen [@]57%
wird. (5BE)

| Losung S.9 || Losungsvideo | [m] 3

o . b . .
2. Betrachtet wird die Schar der Funktion f, , .1 x = z};—:c mit a, b, ¢ € R und maximaler

Definitionsmenge D, ..
a) Die Funktion f aus Aufgabe 1 ist eine Funktion dieser Schar. Geben Sie die
zugehorigen Werte von a, b und ¢ an. (1BE)

| Losung 5.10]|Lésungsvideo | [H]

b) Begriinden Sie: Wenn a = 0 und b # 0 gilt, dann ist der Graph von f; .
symmetrisch beziglich der y-Achse und schneidet die x-Achse nicht. (2BE)

c) Geben Sie fiir a, b und c alle Werte an, sodass sowohl D, ;, . = R gilt als auch, dass
der Graph von f, , - symmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs, aber nicht
identisch mit der x-Achse ist. (3BE)

| Losung S.10 H Losungsvideo ‘ -E'

ax?+2bx—ac
(x%+¢)? .

Zeigen Sie: Wenn a # 0 und ¢ > 0 gilt, dann besitzt der Graph von f, , . genau zwei [=]

Extrempunkte. (4BE)

d) Fir die erste Ableitung von f, p, - gilt: f , ((x) = —

| Losung 5.10|| Lésungsvideo | [w]
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3. Betrachtet wird die in R definierte Funktion p: x + ; die Abbildung zeigt den

(x 12)2+4
Graphen G, von p.

Y

10
8 p

6

2 4 6 g 10 12 14 16 18 20 22 24

a) Beschreiben Sie, wie G, aus dem Graphen der in R definierten Funktion h: x -

x2+4
schrittweise hervorgeht, und begriinden Sie damit, dass G, beziglich der Gerade mit 5
der Gleichung x = 12 symmetrisch ist. (4BE)
|Losung S.12 H Lésungsvideo ‘ E

Eine auf einem Hausdach installierte Photovoltaikanlage wandelt Lichtenergie in elektrische
Energie um. Fir 4 < x < 20 beschreibt die Funktion p modellhaft die zeitliche Entwicklung
der Leistung der Anlage an einem bestimmten Tag. Dabei ist x die seit Mitternacht
vergangene Zeit in Stunden und p(x) die Leistung in kW (Kilowatt).

b) Bestimmen Sie rechnerisch die Uhrzeit am Nachmittag auf Minuten genau, ab der die
Leistung der Anlage weniger als 40% lhres Tageshdchstwerts von 10 kW betragt.
(4BE)

| Lésung S.13 H Lésungsvideo ‘

=4
EI

c) Die Funktion p besitzt im Intervall [4; 12] eine Wendestelle. Geben Sie die Bedeutung
dieser Wendestelle im Sachzusammenhang an. (2BE)

| Losung S.13 H Losungsvideo ‘ [m]:

d) Die von der Anlage produzierte elektrische Energie wird vollstandig in das Stromnetz
eingespeist. Der Hauseigentimer erhilt fur die eingespeiste elektrische Energie eine
Vergitung von 10 Cent pro Kilowattstunde (kWh).

Die in [4; 20] definierte Funktion x — E(x) gibt die elektrische Energie in kWh an,
die die Anlage am betrachteten Tag von 4:00 Uhr bis x Stunden nach Mitternacht in
das Stromnetz einspeist.

Es gilt E'(x) = p(x) fur x € [4; 20].

Bestimmen Sie mithilfe der Abbildung einen Naherungswert fiir die Vergitung, die
der Hauseigentimer fiir die von 10:00 Uhr bis 14:00 Uhr in das Stromnetz
eingespeiste elektrische Energie erhalt. (3BE)

Lésung S.14 H Lésungsvideo ‘
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Analysis Aufgabengruppe 2

1. Gegeben ist die in R definierte Funktion f:x — (1 — x2) - e™*. Die Abbildung zeigt den
Graphen G¢ von f.

10
=]

a) Zeigen Sie, dass f genau zwei Nullstellen besitzt. (2BE)

| Lésung S.15 H Lésungsvideo ‘

(zur Kontrolle: f'(x) = (x?2 —2x — 1) - e7¥)

c) Ermitteln Sie anhand der Abbildung einen Naherungswert fiir das Integral

[*, f(x) dx. (aBE)

Die in R definierte Funktion F ist diejenige Stammfunktion von f, deren Graph durch den
Punkt T(—1|2) verlauft.

d) Begriinden Sie mithilfe der Abbildung, dass der Graph von F im Punkt T einen
Tiefpunkt besitzt. (2BE)

e) Skizzieren Sie in der Abbildung den Graphen von F. Beriicksichtigen Sie dabei
insbesondere, dass F(1) = 3,5 und 11m F(x) = 2 gilt. (3BE)

Higel-Schule

&‘o\cH D’g%
@: :%
& 5o


https://huegel-schule.de/
https://youtu.be/jBK58HArARc?t=12
https://youtu.be/jBK58HArARc?t=213
https://youtu.be/jBK58HArARc?t=659
https://youtu.be/jBK58HArARc?t=926
https://youtu.be/jBK58HArARc?t=1122
https://youtu.be/jBK58HArARc?t=1371

2021 Abiturprifung Mathematik Bayern Priifungsteil B

Betrachtet wird nun die Schar der in R definierten Funktionen hj: x — (1 — kx?) - e~ mit
k € R. Der Graph von h;, wird mit G, bezeichnet. Fiir k = 1 ergibt sich die bisher

betrachtete Funktion f.

g) Geben Sie in Abhangigkeit von k die Anzahl der Nullstellen von h;, an. (2BE)

h) Far einen bestimmten Wert von k besitzt G, zwei Schnittpunkte mit der x-Achse, die E

symmetrisch zuelnander liegen. (2BE)

2. Betrachtet wird die in R definiert Funktion g:

bezeichnet.
a) Zeigen Sie, dass g streng monoton zunehmend ist und die Wertemenge ]0; 1] besitzt. EI_.'-..rr =]
— =
(zur Kontrolle: g'(x) = x+1)2) (5BE)

Lésung S.21 H Lésungsvideo ‘ [w]

b) Geben Sie g'(0) an und zeichnen Sie G, im Bereich —4 < x < 4 unter
Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse und der Tatsache, dass G in W(O|g(0)) E ' ‘E
seinen einzigen Wendepunkt hat, in ein Koordinatensystem ein. (3BE)

| Losung 5.21 || Losungsvideo | [m]

c) Der Graph der Funktion g* geht aus G4 durch Strecken und Verschieben hervor. Die

5[]

Wertemenge von g* ist | — 1; 1[. Geben Sie einen moglichen Funktionsterm fir g* E__...
an. (2BE)

| Losung S.22 H Losungsvideo ‘ E

d) Eswird das Fldchenstiick zwischen G, und der x-Achse im Bereich —In3 < x < b mit
b € R* betrachtet. Bestimmen Sie den Wert von b so, dass die y-Achse dieses
Flachenstiick halbiert. (6BE)

| Losung S.23 H Losungsvideo ‘ -E "
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Analysis Aufgabengruppe 1 Lésungen
1. Gegebenist die in R\{—2; 2} definierte Funktion f:x - x26’_c4.

Gy bezeichnet und ist symmetrisch bezlglich des Koordinatenursprungs.

Der Graph von f wird mit

a) Geben Sie die Gleichung aller senkrechten Asymptoten von Gy an. Begriinden Sie,
dass Gr die x-Achse als waagrechte Asymptote besitzt. (3BE)

senkrechte Asymptote(n):
Befinden sich potenziell an den Stellen an denen die zugehorige Funktion ihre
Definitionsliicken hat.

>2x=-2;x=2;

waagrechte Asymptote(n):

Findet man potenziell, wenn man lim f(x) und lirP f (x) betrachtet. 1
X——00 X—+0o0 N
10 0.1
P ! 0,01
6x 6x 00
lim f(x) = lim = lim —————— = lim ———— =0* 100
x—+00 X—+co xz —4 x_’+°°x2 (1 _ i) F=rC2 4 1
x? _a —_= 1
x| 1= 1000~ 00
-0
N—— —
- —— = 10,0001
—— 10000
Es gilt: Zahlerpotenz < Nennerpotenz > lil_‘ll_l f(x)=0
xX—+oo
-6
-~
I = i =1 o _ | ® o
Jm, f6) = Jim g = Jm iy = A, -
(1-2) 4
x| 1-— 2
&
N
_v_)l_/
—-> Die waagrechte Asymptote liegt auf der x-Achse.
(Die waagrechte Asymptote liegt bei y = 0.)
‘Zur(jck zur Aufgabe |
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O\

\CH D’gs
& &
& A
& S


https://huegel-schule.de/

2021 Abiturprifung Mathematik Bayern Priifungsteil B

b) Bestimmen Sie das jeweilige Monotonieverhalten von f in den drei Teilintervallen
| —00; =2[, ] — 2;2[ und ]2; +oo[ der Definitionsmenge. Berechnen Sie zudem die
Steigung der Tangente an Gy im Punkt (0]f(0)). (5BE)

(zur Kontrolle: f'(x) = — i;:j:)?)
) =g
L (*—4)-6—6x-2x fr(x):N'AZA;Z'AN
F@) =g
. 6x2—24—12x?
f'x) = oz 2
—6x% — 24
f'(x) = e
N —6(x% +4)
' =z
x | —o0; =2 x=-2 1-2;2] 2 12; +oo[
—6(x*+4) === n.D. === n.D. ===
(x2 — 4)? F++ n.D. +++ n.D. +++
f'(x) - —— n.D. - —— n.D. - —
Gr \ \ N

Begriindung: (x? + 4) > 0 firr alle x, da x? nicht negativ werden kann. >—6(x? + 4)
(x? — 4)? > 0 fiir alle x, da Werte quadriert nicht negativ sein kénnen.

Gy ist streng monoton fallend in den Intervallen | — o0; —2[, | — 2; 2[ und ]2; +oo.

Steigung der Tangente an Gy im Punkt (0]f(0)):

Die Steigung kann immer anhand der ersten Ableitung bestimmt werden.

—6(02+4) —6-4 -6 3

==z =22 =7~ "2

Zurtick zur Aufgabe|
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Die Punkte A(3|3,6) und B(8]0,8) liegen auf G; zwischen diesen beiden Punkten verlauft

Gr unterhalb der Stecke [AB].

c) Skizzieren Sie Gy im Bereich —10 < x < 10 unter Verwendung der bisherigen
Informationen in einem Koordinatensystem. (4BE)

y

5

4

3

2

1

—-10-9 -8 -7 —-6—-5—-4-3-2-1
-1
-2
-3
—4
-5
Zuriick zur Aufgabe |
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d) Berechnen Sie den Inhalt der Fldche, die von G und der Strecke [AB] eingeschlossen
wird. (5BE)

Um den Flacheninhalt zu berechnen, miissen wir zunachst die Geradengleichung zur Gerade
durch AB bestimmen.

‘ Link: Video zum Bestimmen von Geradengleichungen ‘ [

YB~Y 08-36 _ —-28
=284 _ = = —0,56
XBp—Xa 8-3 5

m

29:y=-056x+t

Durch Einsetzen der Koordinaten eines Punktes (z.B. Punkt A) erhalt man t.
36 =—-056-3+t

36 =—168+t |+1,68

t =5,28

2> g:y =-056x+5,28

Die gesuchte Flache liegt zwischen der Gerade AB und dem Graphen von f, deswegen muss
das Integral lber die Differenz der Funktionsterme berechnet werden.

8 8 - h(x) = x> — 4
X
j(g(x) — f(x))dx = j (—0,56x +528 — —5— 4) dx ) = 2
3 3
0,56 8
= [——xz +5,28x — 3 - In|x? — 4|]
2 3
0,56 0,56
=—7-82+5,28-8—3~1n|82—4|—(—7-32+5,28-3—3-1n|32—4|>
0,56 0,56
=—7-82+5,28-8—3-1n|82—4|—(—7-32+5,28-3—3-ln|32—4|>

= —17,92 + 42,24 — 3 - In(60) — (2,52 + 15,84 — 3 - In(5))
= 24,32 — 3 -1n(60) — (13,32 — 3 - In(5))

~ 3,545

’ZurUck zur Aufgabe
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ax+b

2. Betrachtet wird die Schar der Funktion f, }, .1 x il mlt a, b, c € R und maximaler

Definitionsmenge D, ..
a) Die Funktion f aus Aufgabe 1 ist eine Funktion dieser Schar. Geben Sie die
zugehorigen Werte von a, b und ¢ an. (1BE)

6x
24

flx) = 2> a=6b=0;c=—-4

| Zuriick zur Aufgabe |

b) Begriinden Sie: Wenn a = 0 und b # 0 gilt, dann ist der Graph von f .
symmetrisch beziglich der y-Achse und schneidet die x-Achse nicht. (2BE)

fObc(x) 2+c
fO,b,c(_x) L f()bC(X) f(_x) = f(x) > Gf ist

2 2
(=x)"+c e achsensymmetrisch zur y-Achse.

Allgemein:

> Gy, , . ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse Achse. | f(=x) = —f(x) > Gy ist
Da b # 0 gilt fo  (x) # 0 und damit hat G, keinen punktsymmetrisch zum

. o " Koordinatenursprung.
Schnittpunkt mit der x-Achse.

’ZurUck zur Aufgabe ‘

c) Geben Sie fiir a, b und c alle Werte an, sodass sowohl D, ;, . = R gilt als auch, dass
der Graph von f, , - symmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs, aber nicht
identisch mit der x-Achse ist. (3BE)

fame() = &2
ZuDg,p. = R:
x2+c=0 |—c
x?=—c

Keine Lésung fiirc > 0. > Firc > 0gilt: D, = R.

Zur Symmetrie bezliglich des Koordinatenursprungs:

_ _a(-x)+b _ —ax+b _ —(ax—b) _ __ax—b
fape(=2) = (—x)2+c  x2+c  xZ+c  x2+c
Fur b = 0 gilt:
f@bm( x) _-x2+c__ x2+c f&bc(x)

= G¢,, . ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung.

Gy ware identisch mit der x-Achse, wenn f, , .(x) = 0 gelten wiirde. Das ist fiir a = 0 der
Fall. Also muss a # 0 gelten.

Zuriick zur Aufgabe ‘
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ax?+2bx—ac
(x2+c)?
Zeigen Sie: Wenn a # 0 und ¢ > 0 gilt, dann besitzt der Graph von f, , . genau zwei
Extrempunkte. (4BE)
Der Graph von f, j, . hat genau dann zwei Extrempunkte, wenn die Ableitung zwei Nullstellen

d) Fir die erste Ableitung von f,, p, - gilt: f , ((x) = —

mit Vorzeichenwechsel besitzt.
fa,,b,c(x) =0

_ax2+2bx—ac_ (2 2
(x2+c¢)2 =0 | [ (x +C)]

ax®+2bx—ac=0
—b+Vb2-4ac

Lésungsformel fir quadratische Gleichungen: x; , = a

. —2b+./(2b)?—4-a-(—ac
Hier: x; , = — -

2a

Die Gleichung hat genau dann zwei Losungen, wenn die Diskriminante grofRer als O ist.
D>0
(2b)? — 4a(—ac) > 0
4b? + 4a’c > 0
Es gilt 4b? > 0 und wenn a # 0 und ¢ > 0 gilt (vgl. Angabe), dann folgt 4a®c > 0 und damit
gilt dann
4b? + 4a%c > 0,
womit die Ableitungsfunktion dann genau zwei Nullstellen mit Vorzeichenwechsel besitzt.

‘Zur(jck zur Aufgabe ‘ | Link: Losungsformel fiir quadratische Gleichungen ‘ [w]
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40

3. Betrachtet wird die in R definierte Funktion p: x » ————
(x—12)2+4

; die Abbildung zeigt den

Graphen G, von p.
Y

10
8 p

6

2 4 6 g 10 12 14 16 18 20 22 24

a) Beschreiben Sie, wie G, aus dem Graphen der in R definierten Funktion h: x - ~2ra
schrittweise hervorgeht, und begriinden Sie damit, dass G,, bezlglich der Gerade mit

der Gleichung x = 12 symmetrisch ist. (4BE)

-g. 5 y
p(x) =8 12214 1ol Gy
8
Der Graph von G, geht aus dem 6 Verschiebung

»

Graphen von Gy, hervor

durch Streckung um den Faktor 8 in y-
Achsenrichtung und

Verschiebung, um den Wert +12 in x- e ——— e
Achsenrichtung.

4 Streckung

|\

Da h(—x) = h(x) gilt, ist der Graph G}, von h achsensymmetrisch zur y-Achse. Die
Verschiebung des Graphen um den Wert +12 in x-Achsenrichtung verschiebt dabei auch
Symmetrieachse um den Wert +12 in x-Achsenrichtung. Die Streckung in y-Richtung hat
keinen Einfluss auf die Lage der Symmetrieachse.

Hinweis:

Wird jeder Funktionswert mit dem Wert 8 multipliziert, dann wird jeder y-Wert einer
Funktion um das 8-fache vergroRert (vgl. auch Graphen).

Wird statt jedem x, der Ausdruck (x — c) in einen Funktionsterm geschrieben, dann wird
der Graph um den Wert 12 in x-Achsenrichtung verschoben.

‘Zur(jck zur Aufgabe|
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Eine auf einem Hausdach installierte Photovoltaikanlage wandelt Lichtenergie in elektrische
Energie um. Fir 4 < x < 20 beschreibt die Funktion p modellhaft die zeitliche Entwicklung
der Leistung der Anlage an einem bestimmten Tag. Dabei ist x die seit Mitternacht
vergangene Zeit in Stunden und p(x) die Leistung in kW (Kilowatt).

b) Bestimmen Sie rechnerisch die Uhrzeit am Nachmittag auf Minuten genau, ab der die
Leistung der Anlage weniger als 40% lhres Tageshochstwerts von 10 kW betrégt. (4BE)

_ 40
p(x) = (x—12)2+4
p(x) <40% - 10

p(x) <4
s ) _ >
(x—12)2+4 <4 |- ((x —12)* +4)
40 <4-((x—12)* +4)

40 < 4- (x% —24x + 144) + 16

40 < 4x2 — 96x + 576 + 16 | —40
4x? —96x + 552 >0 |:4
x2—24x+138>0

244242 —-4-1-138 24 ++24

¥2 = 21 2
X, = 24_2m ~ 9,55 (Vormittag)
_ 24+V24

Xy S 14,45 (Nachmittag)
0,45h = 0,45 - 60min = 27min

Die Leistung der Anlage betragt ab 14: 27 Uhr weniger als 40% des Tageshdchstwertes von
10kW.

‘Zur(jck zur Aufgabe ‘

c) Die Funktion p besitzt im Intervall [4; 12] eine Wendestelle. Geben Sie die Bedeutung
dieser Wendestelle im Sachzusammenhang an. (2BE)
Die Wendestelle beschreibt eine Nullstelle der zweiten Ableitung mit Vorzeichenwechsel

(f"(x) = 0).

Nullstellen mit Vorzeichenwechsel einer Funktion beschreiben f(x) [N |E |W
immer Extremstellen der zugehorigen “aufgeleiteten” Funktion. f'(x) N | E W
Also beschreibt die Wendestelle eine Extremstelle der ersten f'(x) N |E W
Ableitung.
Die erste Ableitung beschreibt die Zunahme bzw. die Abnahme der Werte, also hier die
Zunahme der Leistung.
=>» Die Wendestelle beschreibt die Stelle der starksten Zunahme der Leistung.
‘ZurUck zur Aufgabe ‘
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d) Die von der Anlage produzierte elektrische Energie wird vollstandig in das Stromnetz
eingespeist. Der Hauseigentiimer erhalt fir die eingespeiste elektrische Energie eine
Vergitung von 10 Cent pro Kilowattstunde (kWh).

Die in [4; 20] definierte Funktion x = E(x) gibt die elektrische Energie in kWh an, die
die Anlage am betrachteten Tag von 4:00 Uhr bis x Stunden nach Mitternacht in das
Stromnetz einspeist.

Es gilt E'(x) = p(x) fur x € [4; 20].

Bestimmen Sie mithilfe der Abbildung einen Naherungswert fir die Vergiitung, die der
Hauseigentimer fir die von 10:00 Uhr bis 14:00 Uhr in das Stromnetz eingespeiste
elektrische Energie erhalt. (3BE)

Gesucht ist f1104p(x) dx. Also wird die Fldche unter dem Graphen G, von p im Bereich von
x = 10 bis x = 14 gesucht.

Y
10

oo

6

o

2 4 6 8 10 12 14 16 I8 20 22 24
Graphisch kénnen wir die Flache bestimmen, indem wir den Flacheninhalt eines Kastchens
bestimmen und anschlieend die Anzahl der zugehérigen Kastchen abschatzen.

Agastchen = 2 -2 = 4 (kWh)

Geschatzte Anzahl der Kastchen: 6 +2-0,6 + 2 - 0,25 = 7,7

Gesuchte Flache: Agesqm:e = 7,7 - 4 = 30,8 (kWh)

Da man 10 Cent pro kWh erhalt gilt fir die Gesamtvergitung V:

V =30,8-0,1€ = 3,08€

‘Zur(jck zur Aufgabe‘
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Analysis Aufgabengruppe 2 Losungen
1. Gegeben ist die in R definierte Funktion f:x — (1 — x2) - e™*. Die Abbildung zeigt den
Graphen G¢ von f.

.“\"g
b

AN __

a) Zeigen Sie, dass f genau zwei Nullstellen besitzt. (2BE)
fx)=0

(1—x2)-€:j=0 ex
>0

1-x2=0 | +x2

x2=1

x, = —1; x, = 1; (jeweils einfach)

‘Zur(jck zur Aufgabe‘
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b) Bestimmen Sie rechnerisch die x-Koordinaten der beiden Extrempunkte von G. (4BE)
(zur Kontrolle: f'(x) = (x?2 —2x — 1) - e™)

f)=(1—-x2)-e* F(x) = g(x) - h(x)

flx)=-2x-e*+ (1 —x2-e*:- (-1 f'(x) = g'(x) - h(x) + g(x) - ' (x)
fl(x)=—-2x-e*—(1—x2)-e*

f'l) =™ (=2x— (1 —x?))

ffx)=(x?—-2x—1)-e™*

ffx)=0

(x*—2x—1)-e*=0

>0

x2-2x—-1=0

oo = ZE/AATCED 2+V8 _ 24V24 _ 242V2
12 21 2 2 2

’ZurUck zur Aufgabe

=1++2 (jeweils einfach)

c) Ermitteln Sie anhand der Abbildung einen Ndaherungswert fir das Integral
4 Y
J_, f(x) dx. (4BE) .

-2-1.541-0.5
—0:5

Graphisch kénnen wir die Flache bestimmen, indem wir den Flacheninhalt eines Kastchens
bestimmen und anschlieBend die Anzahl der zugehérigen Kastchen abschatzen.

Agsstchen = 0,5+ 0,5 = 0,25 (LE?)

Das Integral gibt eine Flachenbilanz an. Das bedeutet, dass vom abgeschatzten Flacheninhalt
oberhalb der x-Achse, der Flacheninhalt unterhalb der x-Achse abgezogen werden muss.
Anzahl Kastchen oberhalb der x-Achse: 3+ 094+ 0,6 +3-0,5 =6

Anzahl Kastchen unterhalb der x-Achse: 0,25 + 0,75+ 0,9 + 0,9 + 0,75 + 0,6 = 4,15
Gesuchtes Integral:

oberhalb der x—Achse

4
ff(x) dx = ( 6 - 4,15 ) -0,25 = 0,4625
-1

N——
unterhalb der x—Achse

‘Zur(jck zur Aufgabe |
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Die in R definierte Funktion F ist diejenige Stammfunktion von f, deren Graph durch den
Punkt T (—1|2) verlauft.

d) Begriinden Sie mithilfe der Abbildung, dass der Graph von F im Punkt T einen
Tiefpunkt besitzt. (2BE)

Da Gy an der Stelle x = —1 die x-Achse schneidet, folgt, dass f an der Stelle x = —1 eine
Nullstelle mit Vorzeichenwechsel besitzt.
Da f die Ableitungsfunktion von F ist, bedeutet das, dass G an dieser Stelle einen
Extrempunkt besitzt.
Da das Vorzeichen von f an dieser Stelle von - nach + wechselt, handelt es sich um einen
Tiefpunkt von Gp.

| Zuriick zur Aufgabe |

e) Skizzieren Sie in der Abbildung den Graphen von F. Berlicksichtigen Sie dabei
insbesondere, dass F(1) = 3,5 und liIIl F(x) = 2 gilt. (3BE)
X—>+ 00

Wichtige Punkte:

T(—1]2): Tiefpunkt aus Aufgabe 1d)

H(1]3,5): gegebener Hochpunkt (Der Graph von f schneidet an dieser Stelle die x-
Achse)

An den Stellen x = —0,4 und x = 2,4 hat der Graph von f Extrempunkte. Hier muss G
Wendepunkte besitzen.

<
>

—2—-15+41-0.5
—0.5

—1
—1.5

‘Zur(jck zur Aufgabe|
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f) Deuten Sie die Aussagen F(2,5) — F(0) = 0 in Bezug auf Gy geometrisch. (2BE)
Mit dem bestimmen Integral wird eine Flachenbilanz berechnet. Hier gilt:
[7° f(x) dx = F(2,5) — F(0) = 0
Die Flachenbilanz ist also 0.
Interpretation: Die Fldche zwischen Gy und x-Achse zwischen x = 0 und x = 1 (gelbe Flache)
hat den gleichen Flacheninhalt, wie die Flache zwischen G und x-Achse zwischen x = 1 und
x = 2,5 (orange Flache). Daher ist die Flachenbilanz aus beiden Flachen gleich 0.

Y

Ay ~ 0,47

A, ~ 0,47

Zuriick zur Aufgabe|
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Betrachtet wird nun die Schar der in R definierten Funktionen hj: x — (1 — kx?) - e~ mit

k € R. Der Graph von h;, wird mit G, bezeichnet. Fiir k = 1 ergibt sich die bisher
betrachtete Funktion f.

g) Geben Sie in Abhdngigkeit von k die Anzahl der Nullstellen von hy, an. (2BE)
he(x) = (1 —kx?)-e™*
hk(x) =0

(l—kxz)-g:j=0
>0

1—kx?=0 |+kx?
kx? =1 |: k (fur k + 0)

1
x2==
K

Fir k < 0 hat diese Gleichung keine Losung und damit h;, auch keine Nullstellen.

Far k > 0 gilt:

>x = —\/%; Xy = \/%; (jeweils einfach)

’ZurUck zur Aufgabe |

h) Fir einen bestimmten Wert von k besitzt G, zwei Schnittpunkte mit der x-Achse, die
voneinander den Abstand 4 haben. Berechnen Sie diesen Wert. (3BE)
Abstand der Nullstellen:

e b (el
2l 12

1_5 | 2
k
=4 |k
k
1 =4k |: 4
k=2

4

|ZurUck zur Aufgabe ‘
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i) Beurteilen Sie, ob es einen Wert von k gibt, sodass G und Gy beziglich der x-Achse
symmetrisch zueinander liegen. (2BE)

f)=QQ—-x*)-e7*

he(x) = (1 —kx?)-e™*

Spiegelung an der x-Achse, wenn f(x) = —h;(x)
(1—-x%?)-e*=—-1—kx?)-e7* |- e*
1—x%=—(1-kx?

1—x2=—1+kx? |+1

2 —x? = kx?

Falls:x =0

2=01%

- Fur x = 0 gibt es keinen Wert k, sodass f(x) = —h;(x) gilt.

(Firx # 0
2 —x?=kx? |:x?
2—;62 —k
X
Man muss einen festen Wert k finden, fur den die Gleichung f(x) = —h; (x) erflltist. So

einen Wert gibt es hier nicht, da nach dem Auflésen k in Abhangigkeit von x ist.)

Zusatz aullerhalb der Aufgabe:
Beispiel, bei dem es ein passendes k gabe:

fG)=1—-x%)-e7*

gi(x) = (k +x%)-e7*

f&x) = —gr(x)
(1—x®)-e*=—(k+x?)-e7*

1—x?=—k—x? | +2x2

1=—-k |- (—1)

k=-1

- Fur k = —1 liegen Gy, und Gy bezlglich der x-Achse symmetrisch zueinander liegen.

‘Zur(jck zur Aufgabe |
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X
2. Betrachtet wird die in R definiert Funktion g: x = e§+1' lhr Graph wird mit G,
bezeichnet.
a) Zeigen Sie, dass g streng monoton zunehmend ist und die Wertemenge ]0; 1] besitzt.
/ _ e*
(zur Kontrolle: g'(x) = (eX+1)2) (5BE)
') (e*+1)-eX—e*.e*
X) = NAZ — ZAN
9 (ex + 1)2 fr(x) =
N
er + ex _ er
g'(x) =
(e¥ +1)% lim e* = +o0
X X—00
/ _
9= ey Jim_e* =0
>0
! — g;f O 9 . h d - = 0,1
g'x) = o > g ist streng monoton zunehmend.
>0 1 001
-0 100
lim g(x) = lim ~_ =0t 1
——00 ——o00 eX+1 —
* i 1000~ 001
lim g(x) = lim R lim T lim ——=1"
x—>+oog T xotooeXtl  xotoo ex(1+eix) T xotoo 1+ eix N 10000 0,0001
So+

‘Zur(jck zur Aufgabe |

b) Geben Sie g'(0) an und zeichnen Sie G, im Bereich —4 < x < 4 unter
Bericksichtigung der bisherigen Ergebnisse und der Tatsache, dass G in W(O|g(0))
seinen einzigen Wendepunkt hat, in ein Koordinatensystem ein. (3BE)

Zurick zur Aufgabe
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c) Der Graph der Funktion g* geht aus G4 durch Strecken und Verschieben hervor. Die
Wertemenge von g* ist | — 1; 1[. Geben Sie einen moglichen Funktionsterm fir g*
an. (2BE)

Beispiel: g(x) = eiil; gx)=2- e’fj—l -1;

Der Graph von g* geht dann aus G, hervor durch Streckung in Richtung der y-Achse, um den

Faktor 2 und Verschiebung in y-Achsenrichtung um den Wert —1.

Y

—3.0—-3-25-2-15-1-05 05 1 15 2 25 3 3.5
—0.5

Zurtick zur Aufgabe|
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d) Eswird das Fldchenstiick zwischen G, und der x-Achse im Bereich —In3 < x < b mit
b € R* betrachtet. Bestimmen Sie den Wert von b so, dass die y-Achse dieses
Flachenstiick halbiert. (6BE)

Das bestimmte Integral entspricht hier dem Flachenstiick, da sich der Graph ausschlieBlich

oberhalb der x-Achse befindet.
Der Flacheninhalt der Flache links von der y-Achse muss dem Flacheninhalt der Flache rechts

von der y-Achse entsprechen (vergleiche Aufgabenstellung).

Damit gilt:
0 b S
s@ax= [ gdx 90 =
~In (3) 0
G(x)=Inle*+1|+C
In [e* +1]]° =[In |e* + 1|]2
[In | 121 ) = [In | 115 e _ o
Inle® + 1| — In|e™"® + 1| = In|e® + 1| —In [e® + 1]
In(e*) = x
In|2| —In[e™C™ + 1| = In|e® + 1| —In |2]
ny —
In|2[ = In |2 + 1| = In[e? + 1| —In |2 | +1n|2| In(a™) =
n-ln (a)
2 -In|2| = In |§| = In|e? + 1
4 a
In|22| — In |5| = In|e? + 1] In (E) _
In |%| = In|e? +1] In(a) — In (b)
3
1n|4-§| = In|e? + 1 Y
4 1.5

In|3| = In|e? + 1| 1/_/—
Seb+1=3 |-1 B .

—3.6-3—-2.5-2-1.5-1-0.5 05 1 15 2 25 3 35

el =2 |In —0.5
In (e?) =1n (2) —1
b=1In(2) ™

’ZurUck zur Aufgabe |
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